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§1. — Définition des sections coniques, — Propriété 
unique d^oà doit dériv^er toute la théorie de ces courbes. ' 

1. On appelle Sections coniques, ou simplement Coni- 
ques, les courbes suivant lesquelles un cône à base circu- 
laire, dont les deux nappes s'étendent indéfiniment, peut 
être cotipé par des plans menés d'une manière quelconque. 

Ces courbes se présentent sous trois formes différentes. 
1° Lorsque le plan coupant rencontre toutes les arêtes du 
cône sur une seule nappe, la courbe est fermée. On l'a 
nommée Ellipse. 2? Quand le plan est parallèle à l'un des 
plans tangents du cône, dont il ne coupe qu'une seule 
nappe, la courbe est formée d'une seiJe branche infinie. 
On l'appelle Parabole. 3^ Si, enfin, le plan coupant est 
parallèle à deux arêtes du cône, il trace sur les deux nappes 
du cône une courbe composée de deux branches infinies, et 
nommée Hyperbole. 

2. Une seule propriété servira de base à toute la théorie 
de ces courbes. La voici. 

Théoiueme. — Si par quatre points d^une conique, on 

I 
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mène les tangentes et quatre autres droites aboutissant à 
un cinquième point quelconque de la courbe : le rapport 
anharmonique de ces quatre droites sera égal à celui des 
quatre points de rencontre des quatre tangentes et d'une 
cinquième tangente quelconque. 

Le rapport anharmonique, soil d'un faisceau de quatre 
droites, soitde quatre poi nts en ligne droite, restant le même 
dans lés projections (*), il suffit de démontrer le théorème 
pour le cercle qui forme la base du cène dans lequel on consi- 
dère la conique. Or sur le cercle le théorème est évident. En 
effet, soient fl, è, c, d (Jig. i) quatre points du cercle 5 aa, 
bS, cy^ de les tangentes en ces points, et a, 6, y, S les points 
de rencontre de ces tangentes avec la tangente L en un cin- 
quième point fl. Les droites Pa, Pi,..., menées d'un point 
quelconque du cercle aux quatre points a, J, c, d ont visi- 
blement un rapport anharmonique égal à celui des quatre 
points «, 6^ y, d. Car Tangle aVb est égal à l'angle âI16; 
et celui-ci est égal à l'angle et 06, les côtés de ces deux an- 
gles étant perpendiculaires chacun à chacun. Les quatre 
droites P a, Pi, Pc, P</ font donc entre elles, deux à deux, 
des angles égaux à ceux des quatre droites Oa:, OS, Oy, O J; 
C0n$équemment le rapport anharmonique des quatre pre- 
i^ùères droites est égal à celui des quatre dernières. Mais 
celles-ci ont le même rapport anharmonique que les quatre 
points a, 6, y, 5. Donc, etc. 

§ II. — Deux propriétés fondamentales des coniques. 

3. Le théorème qui vient d'être prouvé conduit sur-le- 
champ à deux propriétés fondamentales des sections coni- 
ques. Nous les distinguons sous cette dénomination parce 
<jue. aous déduirons directement de ces deux propriétés la 

( * ) iiéQméiric sttpérieure, art, 16 et lU- 
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théorie de ces courbes, sans remonter, sauf quelques cas 
très-rares, au théorème unique dont elles sont la consé^ 
quence. 

La première est relative à six points d'une conique; la 
seconde à six tangentes. 

L^une et l'autre ont une égale importance dans toute la 
théorie : elles y jouent des rôles semblables. Elles donnent 
lieu naturellement à deux genres différents de propositions 
qui se correspondent dans le sens de la dualité ou de la 
corrélation f comme nous l'avons exposé dans notre premier 
volume (*). Ainsi nous n'aurons jamais besoin de faire 
usage, dans le Traité des Sections coniques que nous entre- 
prenons, du principe de dualité ou de corrélation, parce 
que les démonstrations se correspondront toujours deux i 
deux et pourront être calquées l'une sur l'autre, comme les 
propositions mêmes. 

4. Propriété foudâmentale relative aux poiitts d'uhe 
CONIQUE. — Si de quatre points d*une conique on mène 
des droites à un cinquième point de la courbe : le rapport 
anharmonique de ces droites a une "valeur constante, quel 
que soit le cinquième point. 

En effet, les droites menées de quatre points a, b^ c, d à 
un cinquième point P ont leur rapport anharmonique égal, 
d'après le théorème précédent, à éelui des quatre points 
dans lesquels les quatre tangentes en a, i, c, df rencontrent 
une cinquième tangente. Donc ce rapport anharmonique 
est constant, quel que soit le cinquième point P. 

5. Propriété fohdambutale relative aux tangentes 
d'une conique. — Quatre tangentes fixes d'une conique 
sont rencontrées par une cinquième tangente quelconque 



(*) Trmiié de Géométrie supérieure, p. xvii. 
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en quatre points dont le rapport anharmonique est con- 
stant. 

En effet, ce rapport anharmonique est égal à celui des 
quatre droites menées des points de contact des quatre 
tangentes, à un cinquième point fixe pris arbitrairement 
sur la conique (2). 

Autre expression des deux propriétés fondamentales. 

6. D'après le théorème (4), les droites menées de quatre 
points d'une conique à deux autres points P, P de la courbe 
forment deux faisceaux qui ont le même rapport anhar- 
monique. On peut donc dire que les droites menées de deux 
points P, P' de la courbe à quatre autres forment deux 
systèmes ou deux faisceaux de quatre droites ayant le même 
rapport anharmonique. Et de là cet autre énoncé qui ne 
diffère pas, au fond, du théorème (4), mais qui sera géné- 
ralement d'une application plus immédiate : 

Si autour de deux points fixes d'une conique on fait 
tourner deux droites qui se coupent sur la courbe : ces 
droites^ considérées dans leurs positions successwes, for^ 
ment deux faisceaux homo graphiques. 

7. Le théorème (8) donne lieu pareillement à cet 
jénoncé : 

' Les points de rencontre de deux tangentes fixes à une 
conique et d' une troisième tangente mobile forment deux 
dii^isions komo graphiques . 

Avant d'entrer dans le développement des conséquences 
auxquelles conduisent les deux propositions fondamentales 
(4) et (5), ou les deux propositions (6) et (7) qui en sont 
des expressions différentes, il faut démontrer les récipro- 
ques de ces dernières. 
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§ III. — Réciproques des deux propositions 
fondamentales. 

8. La courbe, lieu des points d'' intersection des rayons 
homologues de deux faisceau r honiographiques , est une 
section conique qui passe par les centres des deux fuis- 
ceaux. 

C'est-à-dire qu'on peut mener par cette courbe un cône 
à base circulaire. 

Soient P, P' (^g\ 2) les centres des deux faisceaux, et 
Pa, P'a deux rayons bomologues. La courbe, lieu du 
point rt, passe par les points P, P'; sa tangente en P' est le 
rayon qui dans le deuxième faisceau correspond au rayon PP' 
du premier (*). Menons à cette tangente un cercle tangent, 
au point P'. Ce cercle coupe la droite P'P en un point tt, 
et les rayons P'a, P'A,..., du second faisceau en des points 
a, 6,.... Les droites 7rà, ttS,..., forment un faisceau homo- 
graphique au faisceau P'a, P'6,..., et par conséquent au 

faisceau Pa, P/?, Or ces deux faisceaux (P) et (tt) ont 

un rayon commun suivant la ligne des centres P, tt : car si 
le rayon P'a est dirigé suivant la tangente en P', le point a 
se trouve infiniment voisin de P' et coïncide avec «. Il suit 
de là que deux rayons homologues quelconques Pa, Tia des 
deux faisceaux (P) et (tt) se rencontrent sur une droite 
fixeL {Géom. sup.^ art. 103) {**). 

Les deux triangles Pa&, nocS sont homologiques, puis- 
que leurs sommets sont sur trois droites aa^ AS, Pir con- 
courant en un même point, et la droite L est leur axe d'ho- 
mologie. Donc si l'on fait tourner le plan du cercle efcdu 



(*) Le court raisonnement qui justifie cette construction se trouve dans 
le Traité de Géométrie supérieure, art. 541, et ci-après, art. 11. 

(**) Nous indiquerons désormais les renvois au Traité de Géométrie supé- 
rieure par les deux lettres O.S. 



6 TRAITÉ DES SECHONS CONIQUES, 

triangle «êir autour de cet axe, les trois droites aa, A 6, Ptt 
ne cesseront pas de concourir en un mèrae point de l'es- 
pace (G, S*y 369) 5 et pour une position du plan du cercle, 
ce point sera le sommet d'un cône passant par le cercle et 
par la courbe, lieu des points a, &,. ... Le théorème est donc 
démontré. 

9. La courbe, ent^eloppe des droites gui joignent deux 
à deux les points homologues de deux dii^isions homogra- 
phiques faites sur deux droites y est une section conique 
tangente à ces deux droites, 

Ç'est-à-dire qu'on peut faire passer par cette courbe uu 
cône à base circulaire. 

En eflfet, soient S'A, S'A' {fig. 3) les deux droites divisées 
homographiquement, et aa! une des droites qui joignent 
les points homologues. La courbe enveloppe de cette droite 
touche la droite S'A au point S qui est sur cette droite 
l'homologue du point S' considéré comme lin point de di- 
vision de la droite S'A' (*). 

Que par le point S ainsi déterminé on fasse passer un 
cercle tangent à la droite S'A \ qu'on mène à ce cercle des 
tangentes de tous les points de la droite S'A. Chaque tan- 
gente aa! partant d'un point a rencontrera en a' la tan- 
gente S'A'' menée par le point S'. Les deux points a^ ol' for- 
meront deux divisions homographiques (7), et dès lors les 
deux divisions formées par les deux points a' et a' sur les 
deux droites S'A', S'A" seront aussi homographiques. Le 
point S' est un point commun de ces deux divisions : il 
9'ensuit que toutes les droites a^a,'^ concourent en un 
même paint (G. *$., 105). Et il en sera de même si l'on 
fait tourner le plan du cercle avec sa tangente S'A" autour 
de la droite S'A; c'est-à-dire que pour une position de ce 

(*) Voir Géom. sujj., art. 548, ou ci-après, 16.- 
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plan, les droites a! a' concourront en un même point de 
l'espace. Par conséquent, l'œil étant place en ce point, les 
droites aa^ seront les projections des droites aai'*^ donc la 
courbe enveloppe des droites aa' sera la perspective de la 
courbe enveloppe des droites na'; mais celle-ci est un cercle. 
Donc la première courbe est sur un cône à base circulaire. 
Ce qu'il fallait prouver (*). 

§ IV« — Conséquences immédiates des deux propositions 
fondamentales, 

10. Cinq points déterminent une conique. — Con- 
struction de la courbe. 

Soient O, (y, a, i, c [Jig- 4) 'es cinq points donnés. 
Considérons les trois rayons Ort, 06, Oc et les trois rayons 
Ca, Q'i, O' c comme se correspondant deux à deux, res- 
pectivement, dans deux faisceaux homographiques. A un 
quatrième rayon OJ du premier faisceau correspondra 
dans le second un rayon unique O'rf déterminé par la con- 
dition 

0'(«, 6,c, ^) = OK^c,rf)(**); 



(*) Cea réciproques de« deux propriétés fondamentiiles des sections coni> 
ques ont été démontrées, par d'autres considérations, dans le Traité de Géo- 
métrie supérieure, art. 547 et 555. Les démonstrations données ici sont 
plus directes et plus appropriées au sujet, parce qu'elles n'exigent la connais- 
sance d'aucune propriété des figures homographiques. L'idée de construire 
sur la figure même le cercle dont la courbe engendrée sera la perspective» 
m'a été suggérée par M. J. Delbalat, ingénieur-hydrographe de la marine, 
qui suivait en i852 le Cours de Géométrie supérieure de la Sorbonne. 

(**) A l'exemple de M. Mobiusdans son savant ouvrage Der harjrcentrische 
Calcul, Leipzig, 1837; in-S® {voir p. 246), nous emploierons souvent dans 
la suite, pour représenter le rapport anbarttionique de quatre points a, h^ 
r, d, la notation {a^h^e, d)) et l'égalité des rapports anbarmoniques de 
deux systèmes de quatre points sera exprimée ainsi 

Nous écrirons pareillement (Oa, O*, Oc, Orf), ou même 0(«, h, e^d) pour 
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Oflf, 06, Oy aux trois rayons O'a, CKé, CKc. On aura ainsi 
deux faisceaux de même centre O, déterminés par trois 
couples de rayons homologues Oa, Oa-, Oi, 06, et Oc, 
Oy. On cherchera les rayons doubles de ces deux faisceaux 
(G. S.^ 176, 263) ; ils détermineront évidemment les direc- 
tions des deux points de la courbe situés à Finfini. 

Si ces deux rayons sont réels, la courbe est une hyper- 
bole^ parce qu^elle a deux points à l'infini dans la direction 
de ces rayons. S'ils sont coïncidents, la courbe n'a qu'un 
point situé à Tinfini, et est une parabole. Enfin si les deux 
rayons doubles sont imaginaires, la courbe n'a aucun point 
à l'infini, et est une ellipse. 

La construction précédente offre donc une, solution fort 
simple de cette qqestion : Étant donnés cinq points d^une 
conique^ déterminer la forme de la courbe^ sans la con- 
struire. 

Quand la courbe est une hyperbole, si les asymptotes 
sont rectangulaires, on dit que l'hyperbole est équilatère. 

14. Construire les asymptotes d\ine conique dont on 
donne cinq points. 

Ayant déterminé, comme il vient d'être dit, les direc- 
tions Oîî, Ofl' des deux asymptotes, ou, ce qui revient 
au même, les deux points de la courbe fl, QI situés à 
l'infini, il ne reste plus qu'à mener les tangentes en ces 
points. C'est ce qu'on fera en appliquant le principe de la 
construction précédente (H) • c'est-à-dire en prenant les 
deux points A, £2^, pour sommets de deux faisceaux homo- 
graphiques dont les rayons homologues se coupent sur la 
courbe, et en cherehant les rayons homologues à la droite 
SIQ! située à l'infini, regardée comme appartenant succes- 
sivement à chacun des deux faisceaux. Voici celte appKca- 
lion. 

Par les trois points a^ b^ c on mène aux deux droites 
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OSlyOSX des parallèles.: ce seront des rayons de deux fais- 
ceaux (H), (A^)* On coupe qcs parallèles par une trans- 
versale quelconque L, en deux systèmes de trois points 
a, 6, y, et o/, 6', y, qui déterminent les deux divisions ho- 
mograpliiques formées sur cette transversale par les deux 
faisceaux. La droite û!ù,^ rayon du second faisceau, ren- 
contre la droite L à Tinfini ; la tangente en il, rayon homo- 
1(^6 dans le premier faisceau (11), passe donc par le point I 
qui correspond, dans la première des deux divisions, au 
point à Tin'fini de la seconde division : on mènera par ce 
point I une parallèle à la droite OU ; ce sera une asymp- 
tote. Pareillement, le rayon du second faisceau mené par le 
point J' de la seconde division correspondant au point à l'in- 
fini de la première, sera la seconde asymptote. 

15. Cinq droites prises pour tangentes à une conique dé- 
terminent la courbe. — Construction des autres tangentes. 

Soient O, CV, A, B, C (^g. 6) les cinq droites don- 
nées; a, by c et a', i', c les deux systèmes de trois points 
dans lesquels les trois dernières A, B, C rencontrent les 
deux premières O, CV. 

Une sixième droite qui rencontrera les droites O, CV en 
deux points m, m' tels, que les deux séries de quatre 
points a, A, c, m et a\ b\ c', m' aient le même rapport an- 
liarmonique, sera tangente à une certaine conique, comme 
le seront les cinq premières (9).jCette condition permet dé 
consiruire toutes les tangentes à cette conique, et montre 
qu'il n'existe qu'une seule courbe tangente aux cinq droites 
données. 

16. Const/nction du point de contact de chaque tan- 
gente. 

Soient S le point d^intersection des deux tangentes O, O', 
et s le point de contact cherché de la première O. Pour dé- 
terminer ce point, il suHit d observer que les quatre poinifr 
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â, &, Cy S ont un rapport anharmonique égal à celui des 
quatre points û', b\ d ^ 8. Si Ton considère, en effet, une 
tangente infiniment voisine de la tangente O, elle rencon- 
trera celle-ci et la tangente O' en deux points a, a infini- 
ment voisins des deux s et S, respectivement. Donc les deux 
systèmes de quatre points a, i, c, a et al ^ b\ c', a' auront 
le même rapport anharmonique (7). Mais, à la limite, où 
ff coïncide avec J, or' coïncide avec S; donc, etc. 

Observation. — L'une des cinq tangentes données peut 
être située à Tinfini -, alors la conique est une parabole. Les 
solutions des deux problèmes (15) et (16) restent absolu- 
ment les mêmes si l'on suppose que cette tangente à Tinfini 
soit Tune des trois A, B, C. On peut la prendre aussi pour 
l'une des deux autres, pour C par exemple. Dans cette hy- 
pothèse les points a', b\ c', . . . sont à Tinfini, sur des paral- 
lèles A', B', C',... menées aux tangentes A, B, C par un 
même point pris arbitrairement. De plus, le rapport anhar- 
monique des quatre points r?, b, c, d dans lesquels quatre 
tangentes A, B, C, D rencontrent la tangente O, est égal 
à celui des quatre droites A', B', C, D^ parallèles à ces tan- 
gentes^ et c'est le faisceau de ces quatre droites qu'on sub- 
stitue à la série des quatre points «', b\ c\ r/', situés tous 
à l'infini. 

D'après cela> veut-on déterminer la direction dans la- 
quelle se trouve le point à Tinfini de la parabole, c'est-à- 
dire le point de contact avec la tangente située à l'infini : il 
suffit de supposer le points/ à Tinfini dans la séries, J, c, r/; 
et la droite ly, déterminée par l'égalité 

(«, è,c, oo) = (A',B',C', D'), 

ainsi que toutes ses parallèles, passe par le point à l'infini 
demandé. 

17. Connaissant cinq tangentes à une conique^ rléler- 
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miner les tangentes qui passent par un point donné. — 
Tangentes imaginaires. 

Soient O, (y, A , B, C les cinq tangentes ; â, &, c et a\ b\ c' 
lespoints dans lesquels les trois dernières A, B, C rencontrent 
les deux premières O, CV*, et soit P le point par lequel on 
veut mener les tangentes, à la courbe. Ces tangentes seront 
évidemment les rayons doubles des deux faisceaux homo- 
graphiques déterminés par les trois couples de rayons cor- 
respondants Pa, Va! '^ Pi, Pi', et Pc, VJ, Car un de ces 
rayons doubles rencontrera les deux droites O, CV en deux 
points m, m', tels, que le rapport anharmonique des quatre 
points a, i, c, m sera égal à celui des quatre pointsa', i', 
d^ ni. Donc la droite mm' est une tangente à la conique 
déterminée par les cinq droites données (9). Mais cette 
droite passe par le point P; donc, etc. 

Si les deux faisceaux n'admettent qu'un rayon double, 
on en conclura que le point donné est situé sur la conique. 

Si les deux rayons doubles sont imaginaires, on dira que 
lesdeux tangentes à la conique sont imaginaires. On a ainsi 
une idée bien nette de ce qu'on entendra par tangentes 
imaginaires d'une conique. Ces tangentes donneront lieu, 
bien qu'imaginaires^ à différentes relations avec d'autres 
parties de la âgure, à raison de leurs éléments qui restent 
réels (G. «y., 98). Par exemple, on pourra déterminer la 
droite qui divise leur angle en deux parties égales -, ou bien 
la droite conjuguée harmonique d'une autre droite donnée, 
par rapport aux deux tangentes^ réelles ou imaginaires. 

§ V. — Remarques sur l'étendue de chacune des deux 
propositions fondamentales. 

18. La proposition fondamentale (4) exprime une pro- 
priété relative à six points d'une conique, un point de plus 
quil n'en faut pour déterminer la courbe. De sorte que 
^ctte propriété établit une relation entre» les cinq points 
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qui déierminent la courbe, et uu sixième point quelconque. 
C'est pour cela qu'on peut en déduire toutes les propriétés 
des sections coniques. Elle équivaut à une équaiiou dé la 
courbe en Géométrie analytique, car une telle équation 
n'est au fond qu'une relation entre le nombre de points 
plus un, nécessaik^ pour déterminer une courbe. En effet, 
l'équation générale d'une courbe d'ordre m, 

F(^,/} = o 

contient — ^ : — coemcients indépendants qui servent 

à assujettir la courbe à passer par autant de points donnés. 
Or les coordonnées a:, j^qui entrent dans l'équation, appar- 
tiennent à un nouveau point indéterminé de la courbe; de 
sorte que Téquation exprime une relation entre ce point 

quelconque de la courbe et les premiers , pris 

arbitraîl'ement. 

La proposition (5) exprime une propriété relative à six 
tangentes d'une conique, une de plus qu'il n'en faut pour 
déterminer la courbe. C'est pour cela qu'elle peut se prêter, 
comme la première, à la déduction de toutes les propriétés 
des sections coniques. 

Ainsi chacune des deux propositions fondamtin taies (4) 
et (5) pourrait être prise pour point de départ unique^ et 
toute la théorie se déduirait d'une seule des deux. Mais, 
comme ces propositions s'appliquent plus naturellement et 
avec plus de facilité, chacune à un genre particulier de pro- 
priétés, nous nous servirons concurremment de Tune et de 
l'autre et de leurs conséquences, dans tout le cours de cet 
ouvrage. 

Il est à remarquerque cette marche n'offrira pas seulement 
une plus grande facilité que celle qui aurait pour but de dé- 
duira d'une seule de ces propositions, à l'instar de la mar- 
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die suivie en Géométrie analytique, toutes les propriétés des 
coniques, dont quelques-unes pourraient Être parfois re- 
belles à la méthode; elle aura cet avantage immense, que 
les démonstrations, dans les deux ordres d'idées ou de pro- 
positions, seront toujours parfaitement semblables ou identi- 
ques, comme nous Tavons annoncé (3) ; cette identité étant 
fondée sur Tanalogie constante qui a lieu entre les dwi- 
sions et les faisceaux homographiques. 11 résultera de là que 
nous pourrons parfois supprimer les démonstrations d'une 
partie des propositions ; démonstrations que les géomètres 
rétabliront sans aucune dîflQculté, à la simple lecture de 
celles que nous aurons données. 
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CHAPITRE IL 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX DÉDUITS DES DEUX PROPRIÉTÉS 
FONDAMENTALES. 



§ I. — Théorèmes relatifs aux points d'une conique. 

19. Théorème de Pappus. — Quand un quadrilatère 
est inscrit dans une conique^ le produit des distances de 
chaque point de la courbe à deux côtés opposés est au 
produit des distances du même point aux deux autres 
cotésy dans une raison constante (*). 

Soit ABCD (^g» 7) le quadrilatère, et m un point quel- 
conque de la courbe. Les deux droites Aw, Cm tournant 
autour des deux points fixes A, C, forment deux faisceaux 
homographiques (4). AB et BC sont deux rayons homo- 
logues des deux faisceaux, ainsi que AD et CD. On a dès 
lors l'égalité 

sinwAD sin/wCD ^ ' 

dans laquelle X est une constante. 

Or le premier membre est égal au rapport des distances 
du point m aux deux côtés AB, AD, et le second membre 
est égal au rapport des distances du même point aux deux 
côtés CB, CD. Chassant les dénominateurs des deux mem- 
bres cette égalité exprime le théorème énoncé. 



(*) Nous avons dit dans V Aperçu historique sur l'origine et le développe^ 
ment des Méthodes en Géométrie, p. 87, par quel motif nous avons nommé 
cette proposition théorème de Pappus. 
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20. Théorème de Desargues. — Quand un quadrilatère 

est inscrit dans une conique, une transversale quelconque 

rencontre las deux couples de côtés opposés et la conique, 

en trois couples de points qui sont en ini^olution (*). 

Soit ABCD (fig* 8) le quikirila 1ère inscrit^ a, ft, a\ h' les 
points dans lesquels une transversale L rencontre les quatre 
côtés consécutifs AB, BC,.... 

SI Ton conçoit que deux droites tournent autour des 
deux sommets opposés A, C en se coupant toujours sur la 
courbe, elles formeront sur la droite L deux divisions 
homographiques dont les points doubles e,/" (réels ou ima- 
ginaires) seront les points de la conique situés sur celte 
droite (12). Or a, h et b\ a' ^ sont deux couples de points 
correspondants des deux divisions; les trois couples «, cl \ 
6, i'ete,y*sont donc en iiivolution (('i. <S., 259). Donc, etc. 
Ainsi toutes les équations qui expriment Tinvolution 
(G. 5., 184, 215) ont lieu pour les trois couples de points 
«, a'; i, V et e^j\ Nous nous bornerons à rappeler ici les 
deux suivantes, applicables au cas où les deux points e, f 
de la conique sont imaginaires : 

ab.oU ae.nf 



a'b,a'b' "" a'e.a'f 
ma . ma* .^ 4- mh . w^' .7a 4- me.mf, aS m o, 

*î ê, 7, dans cette dernière, étant les milieux des trois seg- 
.înents aa\ bb' et ef\ et m, un point quelconque de la trans- 
versale ab. 

Les points e^^n'entrent dans la première équation que 
parles rectangles ae,aj\ a'e.a'f toujours réels, et dans la 
seconde par un rectangle semblable et par leur point milieu 
7 qui est aussi toujours réel-, c'est pourquoi les équations 
subsistent quand les points sont imaginaires. 

<*) Voir Aperçu historique, etc., p. 77. 
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Obseivation» — Le théorème coucerne, dans son énoncé, 
les quatre côtés du quadrilatère \ mais il s'applique évidem- 
ment au système des deux diagonales et de deux côtés oppo- 
sés. Car ces quatre droites sont les quatre côtés d'un second 
quadrilatère inscrit à la conique : par exemple, du quadrila- 
tère ACBD. 

21 . Corollaire. — On conclut du théorème cette consé- 
quence immédiate : Quand deux quadrilatères sont inscrits 
dans une conique , si^ trois côlés du premier rencontrent 
respecn'i^ement trois côtés du second en trois points situés 
en ligne droite : le point de rencontre des quatrièmes côtés 
est situé sur la même droite. 

On peut dire encore : Si on déforme un quadrilatère inscrit 
à une conique f en faisant tourner trois de ses côtés autour de 
trois points situés en ligne droite : le quatrième côté tourne 
autour d* un quatrième point situé sur la même droite. 

Si de ce quatrième point on mène une tangente à la co- 
nique, le point de contact sera le sommet d'un triangle in- 
scrit dans la courbe, et dont les trois côtés passeront par les 
trois premiers points. Il résulte de là une solution très- 
simple de cette question : 

Inscrire dans une conique un triangle dont les trois 
côtés passent par trois points donnés en ligne droite, 

La question admet deux solutions. 

22. Théorème de Pascal. — Quand un hexagone est 
inscrit dans une conique, les points de concours des trois 
couples de côtés opposés sont en ligne droite. 

Soit abcdef (fig. 9) l'hexagone. Les deux faisceaux de 
quatre droites a(bj c, e,/) et rf(i, c, e, /) qui partent des 
sommets opposés a, rf, ont le même rapport anharmoniquc 
(4). Changeant l'ordre des droites du second faisceau, nous 
dirons que 

a{ù,c,r,/)z=d(c,b,/, e). {G.S.,!,6). 
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Conséquemment les trois droites suivantes passent par un 
même point, savoir : la droite ic, la droite yè et la droite 
qui joint le point d'intersection des deux af^ de au point 
d'intersection des deux ai, de (G. A'., H1). Ce qui dé- 
montre le théorème. 

Autrement. La diagonale ad divise Thexagone eu deux 
quadrilatères, abcd^ defa. Les deux côtés ah^ bc du 
premier rencontrent respectivement les deux côtés rfe, ef 
du second en deux points g^ h] les deux côtés coïncidents 
da^ ad des deux quadrilatères rencontrent la droite gh en un 
même point. On en conclut (21) que les deux autres côtés 
cJ, af se rencontrent sur cette même droite. Ce qui dé- 
montre le théorème. 

23. Théorème de Carnot. — Un triangle K^C {fi§^ '^) 
étant tracé dans le plan d'une conique qui rencontre ses 
côtés consécutifs AB, BC, CA e/i trou couples de points 
c, c'; a, a' et i, b' : les segments que ces points forment 
sur les côtés ont entre eux la relation 

C^.C6''Btf.B«'' Ac.Ac'""^^ ^' 

En effet, considérant le triangle ÂBC coupé par les deux 
transversales a&, a'V qui rencontrent la base AB en deux 
points y, y', on a les deux équations 

kb Qa_ B7 _ 
C6 'b« ' Â^~"'' 

CT'B^'-Â/-' (G. .9., 352). 
Et multipliant membre à membre, 

kb,kb' Cfl.Cû' B7.B7' 



Cb,Ch[ Bfl.Bfl' A7.A7' 



(*) Géométrie de positiony p. 437* 
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Mais le quadrilatère ahV a* étant inscrit dans la conique, 
la transversale AB coupe ses côtés et la courbe en trois 
couples de points A, B5 y, 7' et c, c' qui sont en involu- 
tion (20) \ ce qu'on exprime ainsi, 

A7.A7' kchc' 

D'après cette équation, la précédente devient celle qu'il 
s'agit de démontrer. Donc, etc. 

Obseivation, — Les points d'intersection de la courbe 
etdu côté ABpeuvent être imaginaires ; les rectangles Ac.A(/ 
et Bt'.Bc' sont réels, et la démonstration subsiste, puis- 
qu'elle se déduit du théorème de Desargues (20). Mais 
elle ne s'applique pas, explicitement du moins, quand les 
points d'intersection de la courbe et des deux autres côtés 
sont aussi imaginaires. On complète la démonstration de la 
manière suivante dans les deux cas qui peuvent alors s<; 
présenter. 

Cas du triangle dont un seul côté rencontre la courbe en 
deux points réels. — Soit AB (^g* 11) ce côté. Que du 
sommet C on mène la droite CD qui coupe la courbe en deux 
points rf, d\ et la base en D. Chacun des deux triangles 
ACD, BCD a deux côtés rencontrant la courbe en des points 
réels; par conséqueiit la relation qui fait le sujet du théo- 
rème subsiste pour ces triangles, comme nous venons de lo 
faire remarquer. On a donc les équations 

Ab.Ab' Cd.Qd' De. De' 



C^.C^' Drf.D^' Ac.Ac' ' 
Cg.Cfl' Bc.Bc' Dd.Dd' __ 
Brt.B«' ' Dc.D< ' Cd.Cd' "~ ' ' 

En les mulli pliant membre à membre, on obtient l'équa- 
tion qu'il s'agit de démontrer. 

Cas du trianglv dont aucun côté ne rencontre la courbe. 
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— Que du sommet C (^ftg- iî^) on mène une droite CD 
qui rencontre la courbe en deux points d^ //', et la base 
en D. On a deux triangles ACD, BCD qui donnent lieu 
aux deux équations précédentes, et d'où se conclut de même 
la relation qu'il restait à établir. 

Ainsi le théorème se trouve démontré dans tous les cas. 

Remarque, — Si F un ou deux des côtés du triangle 
reucontrent la conique en des points situés à l'infini, le 
rapport des segments comptés sur chaque côté à partir du 
point à l'infini devient égal à l'unité, et réc[uation subsiste 
entre les autres segments. 

Relation homogène entre les distances de chaque point 
d'une conique à trois droites fixes. 

24. // existe entre les distances p, q, ide chaque point 
d'une conique à trois droites Jixes^ une relation homogène 
du second degré, telle que 

dans laquelle P, Q,. . . sont des coefficients constants. 

En effet, soient a, £, c, d [Jig- i3) quatre points de la 
conique. Considérons les quatre droites ah^ bc, cd^ da. 
On sait (G. S., 435, 47o) qu'il existe entre les distances 
Je chaque point d'une même droite h trois droites fixes une 
relation homogène du premier degré, qu'on appelle V équa- 
tion de la droite. Soient 

A = o, B = o, C = o, D = o, 

les équations des quatre droites. 

Soit enfin ni un cinquième point de la conique. La 
droite am passant par le point a, son équation doit être 
satisfaite par les deux A = o, D = o simultanées, et con- 
^équemment est de la forme 

A-hAD=o. 
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L'équation de la droite cm est pareillement 

B4-pC = o. 

Lorsque le point m se meut sur la courbe, ces deux droites 
ûfîi, cm forment deux faisceaux homographiques (6). Par 
conséquent, il existe entre les deux coefficients X, fx une 
relation telle que 

^ .>|x -h ^> H- C|x H- é/ = o, 

qui exprime qu'à un rayon du premier faisceau ne corres- 
pond qu'un rayon dans le second faisceau^ ce qui est le 
caractère des faisceaux homographiques. On a donc entre 
les coordonnées de chaque point m de la conique Téquation 

A B ^ A B 

D C D C^ ' 

ou 

«.A.B — 6.A.C — c.B.D4-^.C.D = o : 

équation homogène du second degré, puisque les polynômes 
A, B,..., sont des fonctions homogènes du premier degré 
des coordonnées p^ q^ r. Ainsi le théorème est démontré. 

Réciproquement : V équation homogène du second degré 
entre les distances p, q, r d'un point à trois droites fixes^ 

P;»'-*- Q^'-J- Rr^-h P'/?y 4- Q'^r + R'y/? = o, 

représente une section conique. 

En effet, soient encore a, b^ c^ d quatre points de la 
courbe, et A = o, B = o, C = o, D = o les relations homo- 
gènes du premier degré qui appartiennent aux quatre droites 
ai, ic, ce?, da. La courbe représentée par l'équation pro- 
posée passe par les deux points a, b qui sont les points d'in- 
tersection de la droite A et des deux droites B, D; par con- 
séquent, l'équation doit être satisfaite par les deux A = o, 
B = o, et par les deux A = o, D = o. Elle doit donc se ra- 
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mener à la forme 

A.L + a.B.D — o, 

L étant un polynôme homogène du premier de^ré entre les 
trois variables /;, ^, r. Mais, la courbe passant parle pointe, 
intersection des deux droites B, C, son équation doit être 
satisfaite par les deux B = o, C = o; ce qui montre que 
le polynôme L n.est autre que C. Ainsi Téquation proposée 
est nécessairement de la forme 

A.C-»- a.B.D=r o. 
Or on peut écrire, quelle que soit une arbitraire X, 

C(A + >.aD)H-aD(B — XC) = o; 
et Ton satisfait à cette équation en posant à la fois 

A-hX.aD=:o et B — X.C = o. 

Ces équations, on le voit, sont celles de deux droites qui 
passent respectivement par les deux points a et c, et ont 
leur point d'intersection sur la courbe proposée. Ces deux 
droites, dont la position variable ne dépend que du coeffi- 
cient X, forment deux faisceaux bomographiques, parce 
qu'à une droite du premier faisceau ne correspond qu'une 
droite dans le second faisceau, et réciproquement. Donc 
leur point d'intersection décrit une conique (8). Donc, etc. 

Équation de Descaries. 

25. Il existe entre les distances de chaque point d'une 
conique à deux axes/ixes, une relation du second degré^ 
^clk que 

Px^ H- Qxy -f- Rj> + P'^ 4- Q'jr -h R' = o. 

En effet, soient toujours a^ h, c^d quatre poiuts de la 
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conique, et représentons par A=o, R = o, Ç = o, = 0- 
les équations en a?, y des quatre côtés consécutifs ah^ bc^ 
cdy cla du quadrilatère abcd. 

Les distances d'un point (x^y) de la courbe à ces quatre 
droites sont, comme on sait, proportionnelles aux poly- 
nômes A, B, C, D. On a donc, d'après le théorème de 
Pappus (19), 

A.C — X.B.D = o, 

équation du second degré. Donc, etc. 

Réciproquement : L équation du second degré entre les 
coordonnées x^ y, représente une conique, 

La démonstration est la même que précédemment (24). 

§ IL — Théorèmes relatifs aux tangentes d'une conique. 

26. Théorème corrélatif de celui de Pappus. — Quand 
un quadrilatère est circonscrit à une conique^ le produit 
des distances d^une tangent^ quelconque à deux sommets 
opposés et le produit des distances de la même tangenfe 
aux deux autres sommets, sont en raison constante* 

Soit ABB'A' [fig> i4) 1^' quadrilatère circonscrit, et mm* 
une tangente quelconque qui rencontre les deux côtés oppo- 
sés AB, A' B' aux deux points w, m'. Ces points variables 
font sur les deux côtés deux divisions homographiques (7). 
A, A' sont deux points correspondants; il en est de même 
de B, B'. Les deux divisions s'expriment donc par la rela- 
tion 

^B=^17F (G.^.,arull5). 

Or, en désignant par y?, q^ p\ (j les distances des som- 
mets A, B, A', B' à la tangente mw', on voit sans peine que 
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27. Théorème corrélatif de celui de Desargues. — 
Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique^ si 
d'un point on mène des droites à ses sommets et deux tan- 
gentes à la courbe: ces deux tangentes et les deux couples 
de droites aboutissant aux sommets opposés du quadrila^ 
tère sont en inuolution. 

Soit abcd (Jig. 1 5 ) le quadrilatère circonscrit. Les points 
de rencontre des tangentes à la courbe et des deux côtés 
rti, ce? formeront (comme dans la proposition précédente) 
deux divisions homographiqucs. Les droites menées d'un 
point 0, pris arbitrairement, à ces points formeront dès lors 
deux faisceaux homograpliiques, dont les rayons doubles 
OE, OF (réels ou imaginaires) seront les tangentes à la 
conique (17). Or, les sommets a, rfsont deux points corres- 
pondants des deux divisions homographiques , ainsi que les 
sommets ft, c. Donc les droites Oa, Odei OZ>,Oc sont deux 
couples de rayons correspondants des deux faisceaux homo- 
graphiques. Donc les trois couples de droites 0«, Oc; Oi, 
Orfet OE, OF sont en involution (G. 5., 2o9). Donc, etc. 

Observation, — On conçoit bien qu'on peut remplacer, 
dans l'énoncé du théorème, les droites aboutissant à deux 
sommets opposés du quadrilatère, par celles qui seraient 
menées aux points de concours des côtés opposés. Car ces 
points et deux sommets opposés sont les quatre sommets 
d'un second quadrilatère circonscrit, aec/'par exemple. 

Il est presque superflu de faire remarquer que si le point 
Oest sur uue des diagonales ou sur la droite qui joint les 
points de concours des côtés opposés du quadrilatère, cette 
ligne devient un des rayons doubles de Tinvolution. 

Corollaire. — Quand deux quadrilatères sont cir- 
conscrits à une conique^ si les droites qui Joignent trois 
^^ommets du premier à trois sommets du second^ passent 
par un même point, la droite qui joindra les quatrièmes- 
sommets passera par ce point. 
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En d^autres termes : Quand on déforme un quadrilatère 
circonscrit à une conique, en assujettissant trois de ses 
sommets à glisser sur trois droites concourant en un même 
point : le quatrième sommet décrit une quatrième droite 
qui passe aussi par ce point. 

De là résulte une construction simple de ce problème : 
Circonscrire à une conique un triangle dont les trois 
sommets soient situés sur trois droites données concou- 
rant en un même point. 

28. Théorème de M. Briakchon. — Quand un hexa- 
gone est circonscrit à une conique, les diagonales qui joi- 
gnent les sommets opposés passent par un même point (*) . 

Soit abcdef (fig* i6) Thexagoue; les deux côtés opposés 
ab^ de rencontrent les quatre autres en deux séries de quatre 
points «, i, e, cî et a, 6, e, r/ qui ont le même rapport 
anharmonique (7). Changeant Tordre des points de la se- 
conde série (G. 5., 40), nous dirons que 

(a, b, £, $) = {e, d, cl, 6). 

Conséquemment le point d'intersection des deux droites ady 
be-^ celui des deux a a, ee, et celui des deux 66, dd^ sont 
situés sur une même droite (G. 5. , 108) ; en d'autres termes, 
le point de rencontre des deux diagonales arf, be est situé 
sur la diagonale cf. Ce qui démontre le théorème énoncé. 
Autrement. Soit O le point de concours de deux côtés 
opposés de l'hexagone ab^ de. Ce point est le sommet com- 



{*) Ce ihéorème a été donné par M. Brianchon, ancien élève de TÉcoli 
Polytechnique, dansleXIII® cahier du Journal de cette École p. 3oi, anné< 
i8o6. L'auteur l'a conclu, par la considération des pôles dans les coniques 
du théorème de Pascal, dont il est effectivement le corrélatif. Cette démons 
tration parait être la première application de la théorie des polaires récîpro 
ques, qui depuis a reçu une si heureuse extension. Voir Aperçu historiifue, etc. 
p. 319 et 370. 
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munde deux quadrilatères Oafe etObc/i circonscrits à la co- 
nique. Les droites ad, eb qui joignent les deux sommets â, e 
da premier à deux d^ b du second, se coupent en un point, 
par lequel rien n'empêche de faire passer la droite qui joint 
les deux sommets coïncidant en O. Par conséquent, la 
droite /c qui joint les quatrièmes sommets des deux qua- 
drilatères passe par le même point (27, CorolL). Ce qui 
démontre le théorème. 

29. Théorème corrélatif de celui de Carnot. — 
Qiiand un triangle est tracé dans le plan d^une conique, 
si de ses sommets on mène des tangentes à la courbe, on 
aura entre les sinus des angles que ces tangentes font 
avec les côtés du triangle, la relation suivante, dans 
laquelle A ^ B, C (fig» 17) sont les trois côtés du triangle^ 
et a, a'; o, 6' et y, / les trois couples de tfingentes menées 
par les sommets opposés : 

âD(A,e).sin(A,6^) sin (C,a).sin(C,a^) sin(B,7).sin(B,7') __ 
sin(C,6).sin(C,6'J*sin(B,a).sin(B,a')'sin(A,7j.sin(A,7')~" 

La démonstration, calquée sur celle du théorème (23), 
D6 présente aucune difficulté. 

Relation homogène entre les distances de chaque tangente 
d^une conique à trois points fixes. 

30, Étant pris trois points fixes dans le plan d^une 
conigucy il existe entre les distances p, q, r de chaque 
tangente à ces trois points, une relation homogène du se- 
cond degré, telle que 

Soit {fig* 18) un quadrilatère abcd circonscrit à la coni- 
que. Une tangente à la courbe rencontre les deux côtés ab^ 
<^»en deux points m, n. 
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On sait que si autour d'un point, a par exemple, on fait 
tourner une droite, ses distances p^ q^ r aux trois pôles 
fixes sont liées par une équation homogène du premier de- 
gré, qu'on peut regarder comme Y équation de ce point 
(G. *S., 451, 495). Soit A = o cette équation, et soient de 
même B = o, € = 0; D=o les équations des autres som- 
mets è, c, d du quadrilatère abcd. 

L'équation du point tn situé sur la droite ab est néces- 
sairement de la forme 

A-h>.B^= o; 

car elle doit être satisfaite par les deux équations A = o, 
B = o, dont l'ensemble représente la droite ah (*). 

De même l'équation du point n est 

C-+-p.l) = o. 

Or, si la tangente roule sur la courbe, les deux points varia- 
bles m^ n forment deux divisions homographiques (7) : ce 
qui exige qu'il y ait entre les deux coefficients X et ^ une 
relation telle, que 

«>|X -h ^^ 4- Cp -f- éf =r o» 



C*) Chaque système de valeurs des trois variables /?, </, r dans une équa- 
tion homogène du premier degré Â =: o, détermine une droite; et toutes ces 
droites passent par un même point (G. S., 451 et 495) : ici c'est le point a. 

De même, l'équation B=o détermine une infinité de droites pas- 
sant toutes par le point h. Il s^ansuit que l'ensemble des deux équations 
représente la droite ab-^ c'est-à-dire que le système de valeurs des trois va- 
riables Pf 7, r qui satisfont aux deux équations à la fois, détermine la 
droite ah. 

Et il suit de là que tous les points de cette droite ont leur équation néces- 
sairement de la forme A -h A.B = o, ^ étant un facteur variable avec chaque 
point. Car cette équation est celle d'un point ; c'est-à-dire que tous les systèmes 
de valeurs des trois quantités p^ q^ r qui satisfont à l'équation déterminent 
des droites passant toutes par un môme point. Or la droite ah est une de 
ces droites qui satisfont à l'équation. Le point est donc situé sur cette droite. 
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dans laquelle chaque variable X et fz n'entre qu'à la première 
puissance, puisque à un point de la première division ne 
correspond qu'un point de la seconde, et réciproquement. 

En substituant pour i et fz leurs valeurs, on voit qu'il 
existe entre les quatre polynômes A, B, . . . , la relation 

A C ^ A C 

R D R D ' 

ou bien 

û.A.C — 6.A.D — c.C.R4-^.R.D = o : 

équation homogène. Donc, etc. 

Réciproquement : Toute équation homogène du second 
degré entre les distances d'une droite h trois points fixes 
exprime que cette droite^ dans toutes ses positions, eni^e- 
loppc une conique. 

En effet, soit abcd le quadrilatère formé par quatre po- 
sitions quelconques de la droite. Soit A = o la relation 
homogène du premier degré qui a lieu entre les distances 
Pj 9, r de toute droite menée par le point a, aux trois pôles 
fixes (G. *S. , 451 ) ; et de même B = o, C = o, D = o, les 
équations relatives aux points 6, c, d. 

La courbe proposée étant tangente à la droite «6, qui joint 
les deux points 6, «, son équation, c'est-à-dire la relation 
donnée entre les trois variables/^, q^ r dont chaque système 
de valeurs détermine une tangente à la courbe (G. S.j 49S), 
doit être satisfaite par les deux A = o, B = o, dont les ra- 
cines appartiennent à la droite ab. L'équation de la courbe 
est donc de la forme 

R.L-+-aA.L' = o; 

L et L' étant des polynômes du premier degré entre 1rs 
variables p, q^ r. 

Mais la courbe étant aussi tangente à la droite ic, son 
équation doit être satisfaite par les deux B = o, C = 05 ce 
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qui exige que V ne soit pas différent de C. Et enfin, la 
courbe étant tangente à ad, son équation doit être satis- 
faite par les deux A=o, D = 05 d'où Ion conclut que 
L = D. Ainsi l'équation proposée se ramène nécessaire- 
ment à la forme 

B.D + a.A.C = G. 

On peut l'écrire, quel que soit un facteur X, 

D(B-l-X.a.A) -f.a..A(C — X.D) = o; 

et l'on satisfait à celle ci en faisant 

B-|->.a.A=:0 et C — >.D = o. 

La première équation représente un point m situé sur la 
droite aè, et la seconde un point n situé sur la droite cd : de 
plus la droite mn est une tangente à la courbe représentée 
par l'équation proposée. Or ces deux points dépendent de 
la même variable X ^ et cette variable n'entrant dans les 
équations qu'au premier degré, il s'ensuit qu'à un point m 
de la droite ab ne correspond qu'un point n sur cd, et réci- 
proquement; ce qui est le caractère des divisions homogra- 
phiques. Les deux points w, n formentdonc deux telles divi- 
sions ; et conséquemment la droite mn enveloppe une coni- 
que. Ce qui démontre le théorème. 

§ III. — Systèmes de deux droites ou de deux points 
considérés comme représentant une conique. 

31. On a coutume de considérer un système de deux 
droites comme formant une section conique, parce que, en 
effet, la section d'un cône par un plan devient l'ensemble 
de deux droites quand le plan passe par le sommet du cône; 
ou bien encore, parce que, en Géométrie analytique, le 
système de deux droites s'exprime par une équation du se- 
cond degré, de même que les sections coniques. 
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Ici nous dirons que le système de deux droites peut être 
considéré comme formant une section conique, parce que 
les diverses propriétés relatives aux points d'une section 
conique, démontrées dans ce Chapitre et dans le précédent, 
appartiennent au systèmede deux droites. Ce que Ton vérîBe 
sans difficulté. 

Par exemple, les droites menées de quatre points fixes 
pris sur l'une des deux droites, à un point quelconque de 
la seconde, ont toujours le même rapport anharmonîque, 
qui est égal à celui des quatre points fixes. 

On peut encore dire que si autour de deux points do l'une 
des droites on fait tourner deux rayons qui se coupent tou- 
jours sur l'autre droite, ces rayons formeront deux fais- 
ceaux homographiques, comme dans les sections coniques. 

On vérifie avec une égale facilité que le théorème de Pap- 
pus a lieu pour un quadrilatère inscrit à deux droites. Et 
il en est de même des théorèmes'de Desargues, de Pascal et 
de Carnol. 

En outre la propriété des coniques relative aux distances 
dechaque point de la courbe à trois axes fixes, qui ont entre 
elles une relation homogène du second degré (23), s'applique 
de même au système de deux droites 5 ce qui résulte visible- 
ment de ce qu'il existe une équation homogène du premier 
degré entre les distances de chaque point d'une même droite 
anx trois axes fixes [G. 5., 4-75) . 

Ainsi toutes les propriétés générales d'une conique rela- 
tives aux points de la courbe sont aussi celles d'un sys- 
tème de deux droites. 

Quant aux propriétés relatives aux tangentes, elles ne 
sont pas susceptibles d'application à ce cas particulier, parce 
que toutes les droites qu'on peut considérer comme tan- 
gentes à la conique représentée par le système de deux droi- 
tes, sont, outre ces deux droites mêmes, toutes celles qui 

passent par leur point d'intersection. Elles forment donc un 
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faisceau unique qui ne peut jouir des propriétés des tan- 
gentes aux coniques. 

32. De même que deux droites peuvent représenter une 
conique, en tant que Ton considère les propriétés de la 
courbe relatives à ses points, de même le système de deux 
points peut être considéré comme représentant une coni- 
que, quand il ne s'agit que des propriétés relatives aux tan- 
gentes de ces courbes. Dans ce cas de deux points, toutes les 
tangentes sont les droites qui passent par l'un ou par l'autre 
de ces points. 

Cela provient de ce que toutes les propriétés générales 
relatives aux tangentes d'une conique, que nous avons 
démontrées, s'appliquent aux droites qui passent par Tun 
des deux points. Ce qu'on vérifie sans difficulté. 

Par exemple,^ quatre droites fixes menées par un de ces 
deux points rencontrent ugpe droite quelconque menée par 
Tautre point, en quatre points dont le rapport anbarmo- 
nique est constant ; car ce rapport est égal à celui des quatre 
premières droites. 

En d'autres termes : deux droites étant menées par le pre- 
mier point, toutes les droites qui passent par le second point, 
fontsur les deux premières deux divisions bomograpbiques. 

On vérifie aussi aisément que les divers autres ibéorèmes 
généraux relatifs aux tangentes d'une conique s'appliquent 
aux droites passant par les deux points, comme si l'ensemble 
des deux points représentait une conique, dont toutes ces 
droites seraient les tangentes. 

On peut encore dire que c'est la droite limitée aux deux 
points qui représente une conique infiniment aplatie, soit 
ellipse, soit hyperbole : ellipse si Ton considère la droite qui 
joint les deux points ; et hyperbole si l'on considère les deux 
branches indéfinies de la mênae droite, qui partent en sens 
contraire des deux points. Dans l'un et l'autre cas, les deux 
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points sont les sommets de la courbe. Nous verrons que c'est 
ainsi que les diagonales d*un quadrilatère et la droite qui 
joint les deux points de concours des côtés opposés, sont 
traitées comme des coniques infiniment aplaties inscrites 
dans le quadrilatère. 

Nous verrons aussi que ces deux points que nous regar- 
dons comme formant sur une droite les deux sommets d'une 
oonique infiniment aplatie, peuvent être imaginaires; de 
même que quand deux droites représentent une conique, 
elles peuvent être imaginaires. 
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CHAPITRE lïï. 

COROLLAIRES DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. - CONSTRUCTION' 
D'UNE CONIQUE DÉTERMINÉE PAR CINQ CONDITIONS (POINTS 
OU TANGENTES). 



33. Chacun des théorèmes généraux contenus dans les 
deux Chapitres précédents donne lieu à divers corollaires 
et conséquences dont plusieurs doivent trouver place dès ce 
moment. 

§ I. — Propriétés relatives aux points d'une conique. 

Corollaire du théorème fondamental. — Deux rayons 
qui tournent autour de deux points d'une conique en se 
coupant sur la courbe, forment sur une transversale deux 
divisions homographiques dont les points doubles sont 
les deux points d'intersection de la conique par cette 
droite (12). Si ces points sont imaginaires^ il existq de 
part et d'autre de la droite un certain point duquel on voit 
chaque segment compris entre deux points homologues des 
deux divisions, sous un angle de grandeur constante (G. 5., 
171). Donc 

Si autour de deux points fixes pris sur une conique on 
fait tourner deux droites qui se coupent sur la courbe, et 
quune droite donnée ne rencontre pas la courbe : il existe 
toujours de partes d* autre de cette droite un certain point 
d^oii l'on voit sous un angle de grandeur constante le 
segment variable que les deux droites tournantes inter- 
ceptent sur cette droite donnée. 
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Et ce point est toujours le métncy quels que soient les 
deux points Jixes pris sur la conique. 

34. Si la transversale est tangente à la conique, les deux 
divisions homogra^phiques formées sur cette tangente par les 
deux droites tournantes auront un point double unique, 
qui est le point de contact de la tangente. Et si ce point 
est à Tinfini, auquel cas la conique est une hyperbole, le 
segment compris entre les deux droites tournantes est de 
longueur constante (G. «$., 169). On en conclut donc que: 

Si autour de deux points d'une lijperbole on fait tour-- 
ner deux droites qui se coupent sur la courbe : le segment 
que ces droites interceptent sur une asymptote est de 
grandeur constante, 

35. Les droites qui tournent autour de deux points d'une 
conique, sans cesser de se rencontrer sur la courbe, font 
respectivement sur deux transversales fixes quelconques, 
deux divisions homographiques qu'on peut exprimer par 
l'équation 

Im.Vm' =. const. [G. S. y 120). 

Si la conique est une hyperbole ; que les deux points fixes 
soient les deux points de la courbe situés à Tinfini, et que 
les deux transversales soient les deux asymptotes ; les 
points I et J' sur ces droites coïncideront avec leur point 
de rencontre, et les segments I/n, Vm* seront proportion- 
nels aux distances de chaque point de T hyperbole aux 
deux droites, c'est-à-dire aux asymptotes. Par conséquent 
alors l'équation exprime que : 

Dans une hyperbole, le produit des distances de chaque 
point de la courbe aux deux asymptotes est constant. 

Et réciproquement : Le lieu d'un point dont les dis- 
tances à deux droites fixes ont un produit constant, est 
une hyperbole^ dont ces droites sont les asymptotes, 

3. 
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36. Si autour de deux points d*une parabole on fait 
tourner deux droites qui se coupent sur la courbe^ et que 
par un point fixe on mène des parallèles à ces droites : 
ces parallèles intercepteront, sur une droite fixe passant 
par le point de la parabole situé à F infini, un segment 
de grandeur constante. 

En effet, les deux droites qui tournent autour des deux 
points fixes de la parabole forment sur la tangente à Tin- 
fini deux divisions bomographiques dont les deux points 
doubles coïncident avec Je point de contact de cette tan- 
gente. Les parallèles à ces deux droites, menées par un 
même point, forment dès lors deux faisceaux bomographi- 
ques dont les deux rayons doubles coïncident avec la droite 
menée au point à Tinfini. Les deux faisceaux rencontrent 
donc une droite fixe parallèle à cette droite, en des points 
qui forment deux divisions bomographiques dont les deux 
points doubles coïncident à Fitifini. Conséquemment les 
segments compris entre les points homologues des deux di- 
visions sont égaux entre eux (G. *S., 169). Ce qu*il fallait 
démontrer. 

37. Trisection de r angle, — On demande de diviser 
Tangle AOB(^g'. 19), ouTarn AB décrit du point O comme 
centre, en trois parties égales. 

Qu'on prenne sur l'arc AB le point m arbitrairement, 
et le point n/ de manière que l'arc Bm! soit double de A m. 
L'angle AOm est égal à l'angle TBfn' que fait la corde Brn 
avec la tangente BT. Les deux droites Om, Bm' forment 
donc, dans leurs positions successives, deux faisceaux bo- 
mographiques, et leur point d'intersection n décrit une 
conique qui passe par les extrémités A et B de l'arc à divi- 
ser. Il est évident qiie le point M où cette conique rencontre 
encore une fois cet arc résout la question, et que l'arc AM 
sera le tiers de l'arc AB. Car les deux angles AOM, TBM 



CHAP. m. — œROLL. DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 3; 
sont égaux ^ conséqueniment Tare BiVl est double de l'arc 
AM, el celui-ci est le tiers de AB. 

On reconnaît sans difficulté que la conique, lieu du point 
n, est une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont 
parallèles auk bissectrices de Tangle des deux droites OÂ, 
6T et de son supplément. 

On sait que ce problème de la trisection de Taiigle résolu 
d'abord par les Grecs, l'a été souvent ensuite, de bien des 
manières différentes. On peut douter qu'aucune solution soit 
plus simple et surtout plus élémentaire que la précédente, 
puisqu'elle dérive immédiatement de la propriété fonda- 
mentale relative aux points d'une conique, sans exiger la 
connaissance d'aucune autre propriété. 

§M 

38. Corollaires du théorème de Pappits. — Quand un 
quadrilatère ABCD est inscrit dans une conique, on peut 
supposer qu'un côté AB devienne infiniment petit. Ce côté 
conserve néanmoins une direction déterminée, qui, à la 
limite, où il s'annule, est celle de la tangente à la courbe. 
Le quadrilatère est représenté alors par un triangle ACD 
(fig. 20) inscrit à la conique, et dont le sommet A compte 
pour deux sommets consécutifs coïncidents. Deux côtés 
opposés du quadrilatère deviennent les deux côtés du tri- 
angle, AC, AD, adjacents à ce sommet, et les deux autres 
côtés sont la tangente en ce point et le troisième côté CD. 

Il en résulte ce théorème : 

Quand un triangle ACD est inscrit à une conique^ le 
produit des distances de chaque point de la courbe à deux 
côtés AC, AD et le produit des distances du même point 
au troisième côté CD et à la tangente au sommet opposé, 
sont en raison constante. 

39. On peut supposer de plus que ce côté CD devienne 
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infinimeut petit. La directîoD de ce côté est encore la tan- 
gente à la conique en son point C (Jtg. 21). Alors les denx 
côtés AC, AD coïncident \ et le théorème prend cet énoncé : 
Quand un angle est circonscrit à uneconique, les pro^ 
duils des distances de chaque point de la courbe aux deux 
côtés de r angle y et le carré de la distance du même point 
à la corde qui joint les points de contact de ces deux côtés y 
sont en raison constante. 

40. Reprenons le cas d'un quadrilatère inscrit. Suppo- 
sons que la conique soit une hyperbole, et que les deux som- 
mets C, D du quadrilatère ABCD (fig. 22) soient fes deux 
points de la courbe situés à l'infini. Alors on a une corde 
inscrite AB et deux droites infinies AD, BC parallèles aux 
asymptotes-, c'est le côté DC qui se trouve à l'infini. Les 
rayons menés du point A aux différents points m de l'hyper- 
bole forment un faisceau, et les droites menées par ces 
points parallèlement à BG forment un faisceau homogra- 
phique, puisqu'elles concourent en un même point de l'hy- 
perbole (le point C, situé à l'infini). L'homographie de ces 
faisceaux s'exprime par l'équation 

sin/^AB ^ (G. 5., 150), 

(m, BG) désignant la perpendiculaire abaissée du point m 
sur la droite BG. Cette équation devient, en remplaçant les 
sinus par les perpendiculaires menées du point m, 

A.{w, BC), 



(m, AD) 
ou 

{/w, AB) = X.(/w,AD).(w,BC); 

ce qui exprime que ; Le produit des distances de chaque 
point m d'une hyperbole à deux droites AD, BC parai-' 



CHAP. m. — COROLL. DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. Sg 
lèles aitx asymptotes, et la distance du même point à la 
corde AB que ces droites interceptent, sont en raison con- 
stante. 

Remarque, — L'équation ci-dessus est précisément ce 
que deviendrait l'équation du théorème général (19) si Ton 
y regardait le facteur (m, CD) devenu infini, comme sim- 
plement égal à r uni té. 

41. Quand le côté CD du quadrilatère inscrit est tangent 
à la courbe, et que cette tangente est située à l'infini, la 
courbe est alors une parabole (fig. aS), Téquation devient, 
comme dans le cas de Thyperbole, 

(m, AB) = >.(/w, AD).(w,BC); 

c'est-à-dire que : 

Le produit des distances de chaque point d'une para- 
bole, à deux droites parallèles dirigées vers le point de la 
parabole situé à l'infini, et la distance du même point à 
la corde interceptée par ces deux parallèles, sont en rai- 
son constante. 

s ni. 

42. Corollaires du théorème de Desargues. — Remar- 
quons d'abord que le théorème donne une construction de 
la conique déterminée par cinq points. 

Soient a, &, c, flf, e ces points. Les quatre premiers sont 
les sommets d'un quadrilatère qui se trouvera inscrit à la 
courbe. Que par le cinquième e on mène une droite quel- 
conque, elle rencontrera les deux couples de côtés opposés 
de ce quadrilatère en deux couples de points et la conique 
en un point inconnu e'; ces deux couples de points et les 
deux e, e' forment une involution. Conséquemment le point 
e' est déterminé. On construit donc ainsi la courbe par 
points. 
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43. Si dans le théorème général (20) la transversale est 
tangente à la conique, le point de contact sera Tun des deux 
points doubles (G. 5., 205) de Finvolution déterminée par 
les deux couples de points de rencontre des côtés du quadri- 
latère par cette tangente. 

Cela donne la solution de la question suivante : 

Construire la conique qui doit passer par quatre points 
et être tangente à une droite donnée, ' 

On regarde les quatre points comme les. sommets d'un 
quadrilatère dont les couples de côtes opposés rencontrent 
la droite en deux couples de points; et Ton clierclie les 
points doubles de Tinvolution déterminée par ces deux cou- 
ples de points. Chacun de ces points doubles appartient à 
une conique tangente en ce point à la droite et passant par 
les quatre points donnés; de sorte que la question admet 
deux solutions. 

Si la droite donnée est à T infini, la question se réduit à 
contruire une parabole déterminée par quatre points a, h, 
c, d* 

Par un point pris arbitrairement, on mènera des droites 
parallèles aux couples de côtés opposés du quadrilatère abcd. 
Ces droites, conjuguées deux à deux, détermineront une in- 
volution, dont on cherchera les rayons doubles (G. 5., 244). 
Le point à Tinfini sur chacun de ces rayons sera un cin- 
quième point d'une parabole qui passera par les quatre 
points donnés. Ainsi la question admet deux solutions. 

44. Ici, de même que dans le théorème de Pappus, on 
peut supposer que le quadrilatère inscrit dans une conique 
ait un ou deux de ses côtés infiniment petits et dirigés sui- 
vant des tangentes à la courbe. Dans le premier cas, il en 
résulte ce théorème : 

Quand un triangle est inscrit à une conique, si Von 
mène une transv^ersale qui rencontre la courbe et deux 
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côtés du triangle en deux couples de points ^ et le troi- 
sième côté et la tangente à la conique menée par le som- 
met opposé en deux autres points : ces six points sont en 
iwolution, 

Remarque. — Cette proposition peut servir pour con- 
struire la tangente en un point donné d'une conique dont on 
connaît quatre autres points. Car a, h^ c, if, e (fig- ^4) étant 
les cinq points connus, la tangente à la courbe en son point 
e et la droite ab d'une part, et d'autre part les deux droites 
ae, (e, rencontrent la corde cd en deux couples de points 
^» ?î *î ^> qwî forment une involution avec les deux points 
c, d. Le. point £, appartenant à la tangente, est le seul in- 
connu dans cette involution, par conséquent on le déter- 
mine comme sixième point de Tinvolution (G. «S., 213). 

45. Lorsque deux côtés opposés du quadrilatère inscrit 
sont infiniment petits, comme ci-dessus (39), le théorème 
de Desargues prend cet énoncé : 

Quand un angle est circonscrit à une conique ^ une 
transversale quelconque rencontre ses deux côtés et la 
courbe en deux couples de points^ et la corde de contact 
des deux côtes en un cinquième point qui est un des deux 
points doubles de Vin\*olulion déterTninée par les deux 
couples de points, 

46. Si la conique est une hyperbole, et qu'on prenne 
pour les côtés de l'angle circonscrit les deux asymptotes, la 
corde de contact est à l'infini. Par conséquent, si Ton mène 
iine transversale quelconque qui rencontre l'hyperbole et les 
deux asymptotes en deux couples de points, un des points 
doubles de l'involution déterminée par ces deux couples de 
points est à l'infini : ce qui prouve que le second point dou- 
Me est le milieu de chacun des deux segments formés par 
<^es deux couples de points (G. S. , 19B) , Ainsi : 
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Une hyperbole et ses deux asymptotes interceptent sur 
une transifersale quelconque deux segments qui ont le 
même point milieu. 

On peut dire encore que si une droite quelconque ren^ 
contre une hyperbole en deux points a^ h et les asymp- 
totes en deux points a', b', les deux segments aa', bb' 
sont égaux. 

Corollaire. — Il suit de là que le point de contact 
d^une tangente à une hyperbole est le milieu du segment 
formé sur cette tangente par les deux asymptotes. 

47. On conclut du théorème (45) la solution du problème 
suivant: 

Étant donnés deux droites et trois points, construire 
une conique tangente aux deux droites et passant par les 
trois points. 

Soient ay al ^ al' (fig* a5) les trois points et SE, SE' les 
deux droites. La droite aa' rencontre ces droites en deux 
points e, e'. Si Ton prend les points doubles de Tinvolu- 
tion déterminée par les deux couples de points a, c/ et e^ e', 
la corde de contact des deux droites SE, SE' avec la conique 
cherchée passera parl'un de ces points, d'après le théorème 
(43). On déterminera de même sur la droite aa"^ deux points 
par l'un desquels passera la même corde de contact. Et cha- 
cune des quatre droites menées de ces deux points aux deux 
premiers, procure une solution de la question •, c'est-à-dire 
que chacune de ces quatre droites rencontre les deux droites 
SE, SE' en deux points tels, que la conique menée par ces 
deux points et par les trois points donnés a, a', a" est tan- 
gente aux deux droites. Ainsi le problème est résolu et admet 
quatre solutions qui s'obtiennent séparément. 

Observation. — Il faut, pour que les solutions du pro- 
blème soient réelles, que les trois points a, a', a" soient 
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situés ou danfl^-Qo même angle des deux droites SE, SE' ou 
dans deux angles opposés au sommet ; auquel cas les deux 
segments tels que clcI et ee! n'empiètent pas Tun sur l'autre, 
elles deux points qui les divisent harmoniquement seront 
réels (G. 5., 210). 

Maià si deux des trois points étaient situés dans deux 
angles contigus, les quatre solutions seraient imaginaires, 
parce que les deux segments cloI et ee! empiéteraient l'un 
sur Tautre, et les deux points qui les divisent harmoni- 
quement seraient imaginaires. 

Cas d'imaginante des deux droites SE, SE'. — La con- 
struction précédente s'applique même lorsque les deux 
droites SE, SE' sont imaginaires, mais déterminées par des 
éléments réels (G. 5., 98). Alors les deux points e, e^ de- 
viennent imaginaires, mais les éléments dont ils dépendent, 
résultant de ceux des deux droites, sont toujours réels. De 
sorte que les quatre solutions le sont aussi, parce que les 
deux points qui divisent harmoniquement les deux seg- 
ments aa\ eef sont réels (G. *S., 212). 

Nous verrons plus tard comment on modifie la con- 
struction quand deux des trois points a, a', a" sont ima- 
ginaires, 

s IV. 

48. Corollaires du théorème de Pascal. — On peut sup- 
poser qu'un côté, ou deux, ou même trois de Fhexagone 
inscrit à une conique deviennent infiniment petits, et coïn- 
cident avec des tangentes à la courbe. On a alors des pro- 
priétés relatives à un pentagone, ou à un quadrilatère, ou 
a un triangle inscrit à une conique. 

Le premier cas donne lieu à cet énoncé : 

Quand^un pentagone abcde (^g. 26) est inscrit dans 
w/2e conique, les points de section des côtés ab, ae par les 
deux côtés de, cb respectis^èment, et du cinquième côté cd 
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par la tangente en a, sont trois points sIÊtiès en ligne 

droite. 

Remarque. — Il est clair que ce théorème fournit une 
construction immédiate de la tangente en a, c'est-à-dire en 
un quelconque des cinq points donnés d'une conique. Pro- 
blème déjà résolu différemment (11 ). 

Dans le second cas, deux côtés opposés de Thexagone de- 
viennent infiniment petits; il en résulte que : 

Dans tout quadrilatère abce inscrit à une conique 
(fig» 27), les tangentes en deux sommets opposés a, c ^e 
coupent sur la droite qui joint les points de concours des 
côtés opposés. 

Enfin, dans le cas où Thexagone a trois côtés infiniment 
petits, il s'ensuit que : 

Quand un tn'angle est inscrit dans une conique, les 
tangentes menées par ses sommets rencontrent respectii^e^ 
ment les côtés opposés en trois points situés en ligne 
droite. 

§ V. 

A9. Conséquences du théorème de Carnot. — Théorème 
de Newton. — On peut supposer qu'uu sommet du triangle 
soit à l'infini : alors les segments qui deviennent infinis 
disparaissent de Téquation, parce que leuM rapports se ré- 
duisent à Tunité. Si, par exemple, le point B (/*§'. ^8) est 
à l'infini, Téquation se ramène à 

^'^ Ac.Ac'~Ca.C«'* 

En effet, Téquation générale est 

A6.A// Bc.Bg^ Ca.Ca' _ 
Â77Â? * B a.Brt * CTTCP "" ' ' 

Le rapport des segments Bc, ha se peut remplacer par 
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le rapport des sinus des angles que la corde ac fait avec les 
deux côtés AB, CB du triangle ABC; et quand le point B 
s'éloigne indéBniment, ce rapport des sinus approche indé- 
finiment d'être égal à Tunité. Il en est de même du rapport 
des segments Ba', Bc'. De sorte que, à la limite quand le 
point B est à l'infini, Téquation générale devient la for- 
mule (i) ci-dessus. 

Pareillement, si par un point D de la droite Caa* on 
mène à la droite AC une parallèle qui rencontre la conique 
en e et e\ on aura la relation 

De.Be' _ Ck,Cb' 

Comparant cette équation k la précédente, on en conclut 

, Ab.Ab' _ Da,jya\ 

'^' Ac.Ac' ""D^.DV 

c'est-à-dire que : Si, dans le plan d'une conique on mène 
par un point quelconque deux droites parallèles à deux 
(ixesfixeSy le rapport des produits des segments [réels ou 
imaginaires) que la courbe fait sur ces deux droites à 
partir de leur point commun, est constant. 

Ce théorème a été donné par Newton dans son Énumé^ 
ration des courbes du troisième ordre (*). C'est une expres- 
sion générale de divers cas particuliers du rapport des pro- 
duits de segments faits sur des ordonnées parallèles, qui 
ont été connus des Anciens. 

Corollaires, — Dans Téquation (i), qui se rapporte au cas 
où le point B est à Tinfini, on peut supposer qu'un des deux 
points i, b^de la droite AC, ou tous les deux soient à l'in- 
fini : ce qui donne lieu aux énoncés suivants : 

(*) Sons le titre: De fationr contentai uni suh Parallelarum segmentis. 
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I. Si par chaque point A (Jig» ag) d'une droite AC, 
parallèle à une asymptote d^une hyperbole , on mène une 
transi^ersale dans une direction donnée [c est-à-dire paral- 
lèlement à une; droite Jixe) ] c, c' étant les points oii cette 
transi^ersale rencontre la courbe, et h le point de la courbe 
situé sur la droite AC \ on a la relation 

Ac.Ac' 

— — — = const. 
Au 

IL Si par chaque point Ai (même figure) d^une asymp- 
tote d'une hyperbole on mène dans une direction donnée 
une transs^ersale qui rencontre la courbe en deux points 
c, c', le rectangle A^c. Aic' reste constant. 

III. Le premier de ces théorèmes s'applique à la para- 
bole, c'est-à-dire que : 

Quand une droite AC (fig* 3o) ne rencontre une para- 
bole quen un point b [Vautre point étant à V infini)^ si 
par chaque point A de cette droite on mène, dans une 
direction donnée, une transs^ersale qui rencontre la courbe 
enc et c^ : on aura la relation 

Ac.Ar' 

; — t= const. 

A^ 

SO. Revenons au théorème de Carnot. Quand un côté du 
triangle est tangent à la conique, on en conclut une solu- 
tion de ce problème : Faire passer par quatre points une 
conique tangente à une droite donnée. 

Soient a, a' et è, b' (Jig. 3i) les quatre points et AB la 
droite. Cette droite et les deux aa\ bb' forment le triangle 
ABC, dans lequel on a, en appelant c le point de contact 
Je la conique cherchée avec la droite AB, Téquation 

ÏT' ' Ca.Ca' ' Kb.kb'"' '' 
dc 



CBAP. m. - COROLL. DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 47 
D'où 






Ab.Ab' Ca.C a' 
Cb.C'b ' Ba.Ba'' 



kc 
Celte expression du rapport — fait connaître le point de 

contact c de la conique demandée. A raison du double 
signe, on voit que deux coniques satisfont à la question, et 
que leurs points de contact divisent harmoniquement le 
siéent AB. 

Observation. — Cette solution permet de supposer que 
les deux couples de points a, a et &, V soient imaginaires ; 
parce qu'il n'entre dans l'équation que les rectangles 
Ca.Ca',. . ., qui sont toujours réels (G. 5., 89). 

51. Si les trois côtés du triangle sont tangents à la coni- 
que en trois points a, J, c, l'équation du théorème devient 

Xc B<î C/j» _ 

Bc Câ kb 
ou 

kc.Ba.Cb 

Bc.Cfl.A6 —±1. 

Le signe + ne peut convenir, parce que l'équation expri- 
merait que les trois points de contact a, &, c sont en ligne 
droite (G. *S., 355), ce qui n'est pas possible. C'est donc le 
signe — qu'il faut prendre -, et il exprime que les trois droites 
Aa, B&, Ce passent par un même point [Ibid.^ 358). 
Ainsi : 

Dans un triangle circonscrit à une conique, les droites 
fnenées des sommets aux points de contact des côtés oppo- 
ses passent par un même point, 

52. Quand un sommet d'un triangle est situé sur une eo- 
nique, deux des segments qui entrent dans l'équation gé- 
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uérale (23) sont nuls; mais leur rapport reste connu, et 
réquatîon alors peut servir h mener la tangente en un 
point d*une conique dont on connaît quatre autres points. 
Quelle que soit en effet la position du point C du trian- 
gle, on peut remplacer dans Téquation le rapport des seg- 
ments Co', OU par le rapport des sinus des angles que la 
corde dV fait avec les deux côtés CA, CB*, et si le point C 
(fig' 32) s'approchant indéfiniment de la courbe^ coïncide 
enfin avec un de ces points, cette corde devient la tangente 
à la courbe. On a dès lors, en appelant a et 6 les angles que 
cette tangente fait avec ks deux côtés CA', CB du triangle, 
l'équation 

Ac.kc' Ba Cb BC sina 



Bc.Bc' Cfl A^ AC sine 

sina 
' sin 6 ' 



qui fait connaître le rapport -r-z^ et conséquemment la di- 



rection de la tangente. 

On pourrait supposer pareillement que chacun des autres 
sommets du triangle fût situé sur la courbe. 

S3. Cercle osculateur, — Le théorème de Garnot four- 
nil encore une solution de celle question : 

Construire le cercle osculateur en un poinvd^une coni- 
que dont on connaît la tangente en ce point et trois autres 
points. 

Considérons sur la conique trois points consécutifs lufi-^ 
niment voisins, &, d^ V [fie* ^^) ^^ ^^oh autres points 
quelconques a, a', c. Le triangle ABC, dont les côtés spnt 
les cordes, bb'^ c'c et aa\ donne lieu à Téquation 

Concevons le cercle qui passe par les trois points 6, c/, i', et 
soit p le point où il rencontrera la droite AB : on aura la 
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relation 

• A^^.A^'rr Ar'.Ap, 
ou 

A^.A^' 

Ac 

• • 

et; d'après Téquation précédente, 

Ba,Ba' Cb.Cb' 



Ap = Ac 



Ca.Ca' Bc.Bc' 



Cette équation a lieu quelle que soit la position des trois 
points i, c', bi. Si ces points sont infiniment voisins, le 
cercle que nous considérons est le cercle osculateur à la 
courbe. Or à la limile où les trois points.se confondent, le 
point A {fig* 34) coïncide avec d sur la courbe, et la corde 
hV devient la tangente en ce point; Téquation se réduit 
donc à 

Ap = Ac • 



Ca.Ca' BA.Bc 

Le point p donnée par cette équation dont le second 
membre est une quantité connue, suffit pour déterminer le 
cercle osculateur, car il est langent à la courbe en A. Ainsi 
le problème est résolu ( * ) . 

Si l'on suppose le point C à l'infini, les rapports —y —j 

(fig. 35) sont égaux à l'unité, de sorte que 

Ba.Ba' 

• • . ^p = ^^-bâ:b7- 

Si le point B, intersection des deux cordes Ac, aa\ est le 



f (*) Cette construction du cercle osculateur s'applique aux courbes géomé- 
^''iques de tous les ordres. Nous Tavons donnée dans le t. XIIF du Bulletin 
^i Sciences mathématiques du baron de Férussac, p. Sgi; année i83o. 

4 
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milieu (le chacuix; d'elles, 

Soit R le «rayon du cerclei AD son diamètre perpeûdicu- 
laire à la tangente à la conique en A : on a 

• . Ap=2RcospAD; 

donc 

R ces p AD = -—— 9 ou R = -=-- ; 
•^ BA Bp 

6/7 étant la perpendiculaire abaissée du poih^B sur la tan- 
gente en A. Expression connue (*). . 

54. Le théorème de Camot se transforme en un autre 
qui, au fond, est le même sous un énoncé diff^jrent, mais 
se prête à quelques corollaires particuliers. Voici ce nouvel 
énoncé : 

Si par deux points fixes A, B (fig* 36) on mène deux 
droites quelconques qui concourent en un point C, et ren^ 
contrent une conique^ en deux couples de points a, a' et 
b, y [réels ou imaginaires) : on a la relation constante 

Ka.ka' Bb.Bb' 

EiTcctivement, d'après-le théorème (23), le second membre 

de cette équation est égal à la quantité constante * j 

■ Bc . Bc 

cet d étant les points où la droite AB rencontre la conique.* 

55. Chacun des points fixeife A, B peut être à Tinfini. 
Alors V équation (i) subsiste comme si les segments infinis 

(*) Cette expression^ donnée par M. Ch. Dupin dans les Développements 
de Géométrie, in-4®, i8i3, p. ag, a été très-utile dans la Théorie de la eour^ 
bure des surfaces, principal objet de ce grand ouvrage. 
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devenaient égaux à Vunité ; c'est-à-dire que si le point B, 
par exemple, est à l'infini, Téquation sera 

, , Aa.Aa' i 

En effet, Téquation (i) exprime que si par les deux points 
A, B on mène deux droites 5e coupant en un point quelcon- 
que Cl et rencontrant la conique en deux couples de points 
a, û/ et 6, &j on aura la relation 

Ca .Ce' ' C^ .CA' "" C.a.C.a' ' C.SX.S''* 

Quand le point B s'éloigne à Tinfini, les rapports ■—;> — y, 

Bo B o 

deviennent égaux à Tunité, comme on Ta prouvé au sujet du 
théorème de Newton (49). Il en résulte dès lors la démons- 
tration de l'équation (a). 

§VI. — Propriétés relatii^es aux tangentes d'une conique.. 

56. Corollaires du théorème fondamental. — Puisque 
toutes les tangentes à une conique rencontrent deux tan- 
gentes fixes L, L', en des couples de points a, a' qui forment 
deux divisions homographiques, il existe sur ces deux tan- 
gentes deux points fixes I, J' tels, que Ton a la.yd= con- 
stante (G. 5., 120). 

Si les deux tangentes L, \J sont les asymptotes d'une hy-^ 
perbole, les deux points I et J' coïncident avec le point d'in- 
tersection de ces deux droites. Donc : 

Le rectangle des segments faits paj: chaque tangente à 
une hyperbole sur les deux asymptotes, à partir du point 
de rencontre de ces droites, est constant, 

57. Si la conique est une parabole, elle a une tangente, 
située à l'infini; les deux divisions homographiques for- 

. 4. 
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mées sur deux tangentes fixes ont donc deux points homolo- 
gues à Innfini ; et par conséquent sont deux divjsions sem- 
blables (G.S.AIS). Donc: 

Toutes les tangentes à une parabole divisent deux tan- 
gentes fixes en parties proportionnelles. 

Et réciproquement : Quand deux droites sont dii^isées en 
parties proportionnelles, les droites qui joignent deux à 
deux les points homologues em^eloppent une parabole tan- 
gente aux deux droites. 

Corollaire. — On conclut de là que : Si de chaque point 
d'une droite on abaisse sur deux autres droites des perpen- 
diculaires, la droite qui joint les pieds de ces perpendicu- 
laires eni^eloppe une parabole tangente à ces deux droites. 

58. Quand les tangentes à une conique rencontrent deux 
tangentes fixes L, U en des points a, i, . . . et a\ i', . . . 
les droites menées d'un point fixe O aux points a', ft',... cor- 
respondent anharmoniquement aux points a, i, . , . , c'est- 
'à-dire que quatre rayons Oa', Ob',. . . ont leur rapport 
anharmônique égal à celui des quatre points a^ b^,.,. Si la 
conique est une parabole et que V soit la tangente située à 
l'infini, les rayons Oa!^ Oi', . . . sont parallèles aux tan- 
gentes aa\ bb'^ ... ; le rapport anharmônique de quatre 
rayons est doncégal à la fonction semblable des sinus des 
angles que les quatre tangentes font entre elles. Nous n'ap- 
pellerons pas cette fonction rapport^, anharmônique des 
quatre tangentes, puisque ces droites ne passent pas par un 
même point : nous l'appellerons yb/2c*zo/2 anharmônique 
des sinjis des angles de ces droites. Alors on a cette pro- 
priété importante de la parabole : 

Les points dans lesquels quatre tangentes à une para- 
bole rencontrent une cinquième tangente^ ont leur rapport 
anharmônique égala la fonction anhaimonique des sinus 
des angles de ces quatre tangentes. 
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Et réciproquement s Si par quatre points en ligne droite 
on mène quatre droites (dont trois arbitrairement)^ telles , 
(jue la fonction anharmoniqiie des sinus des angles 
(jumelles Jbnt entre elles, soit égale au rapport ajiharmoni- 
que des quatre points : ces quatre droites et celle sur la - 
quelle sont pns les quatre pàints, sont cinq tangentes à 
une parabole. 

59. Ce théorème aura d'assez nombreuses applications; 
pour le moment nous citerons, comme conséquences immé- 
diates, les deux prépositions suivantes, dont la seconde 
est connue. 

Si Ton fait tourner toutes les tangentes à une parabole, 
autour de leurs points de rencontre avec une tangente 
fixe, ddns un même sens de rotation et d'un même angle: 
toutes ces droites dans leurs nouvelles positions enveloppe- 
ront encore une parabole tangente à la droite Jîxe, 

60. Quand un angle de grandeur constante se meut de 
manière quun de ses côtés tourne autour d'un point fixe et 
que son sommet glisse sur une droite, son second côté enve^ 
loppe une parabole tangente à la droite. 

Car la fonction anharmonique de quatre positions du 
second côté est égale au rapport anharmonique des quatre 
positions du premier côté, parce que les angles sont les 
mêmes de part et d'îiulre; et ce rapport anharmonique. 
est égal à celui des quatre sommets de Kangle mobile. 
Donc, etc. 

61 . Quand deux triangles sont inscrits dans une coni' 
que, les six côtés sont tangents à une conique 

Soient abc^ def [Jig* 37) les deux triangles. Les deux 
faisceaux de quatre droites a (i, c, e, f) et d[b^ c, e, f) 
ont le même rapport anharmonique (4). Conséquemment 
les deux séries de quatre points dans lesquels ces deux fais- 
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ceaux rencontrent, respectivement, les deux côtés ef^ bc^ 

ont le même rapport anharmonique. Ainsi 

Donc les quatre droites J6, cy, ee, /(p et les deux Je, e/* 
sont tangentes à une même conique (9). c. q. f. d. 

On démontrera d'une manière analogue que réciproque- 
ment, quand deux triangles sont circonscrits à une coni- 
que, leurs six sommets sont' sur une autre conique (*). 
• 

62. On conclut de Tun ou de l'autre de ces deux théo- 
rèmes que : 

Quand un triangle abc est inscrit à une conique C' et 
circonscrit à une conique. C\ on peut construire uneinfi- 
nite d^ autres triangles inscrits à Cet circonscrits è C. 

En effet, que par un point a' de C on mène à C deux 
tangentes : elles intercepteront dans C une corde i'c, 
formant avec ces droites le triangle olV d inscrit à C. Les 
deux triangles ahc et dV doux, leurs six côtés tangents à une 
même conique (61 ) . Mais cette conique ne peut être que C, 
tangente aux trois côtés du premier triangle et à deux côtés 
du second. Donc le troisième côté U d du second est tangent 
à C. Donc, etc. 

63. Quand un triangle ABC {fig- 38) est inscrit dans 
une conique, si autour d^un point O de la courbe on fait 
tourner une droite qui rencontre les côtés du triangle en 
trois points a ^ b, c et la courbe en un quatrième point e, le 
rapport anharmonique de'ces quatre points reste constant. 

C'est-à-dire que pour une autre droite Oe' on aura 

{*) Ces deux théorèmes, qui se présentent ici comme conséquences di- 
rectes des deux propriétés fondamentales des coniques, se peuvent conclure 
aussi des propriétés de l'hexagone inscrit ou circonscrit. Voir MObius, Der 
hatyrcfintrische calcul, tf<c., art. 283. 
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En effet, cp'on mène la corde ed : les deux triangles ABC, 
Oee^ sont inscrits dans la conique; leurs six côtés sont donc 
tangents à une autre conique (61 ). Et, par conséquent, lés 
deux systèmes de quatre points a, i, c, e et a', i', c', e! dans 
lescpiels les quatre côtés CB, AC, BA et et! rencontrent les 
deux côtés Oe, Oe?', ont le même rapport anharmonique. 
Ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Le rapport 'anharmonique des quatre 
droites CA, CB, Ct/, Ce' est constant quelle que soit la 
droite Oe', le point O restant fixe; car ce rapport est égal à 
celui des quatre points a', V^ d ^ d. Si Ton suppose que la 
droite Od passe par le point C, auquel cas la corde Ce' de- 
viendra tangente à la conique, on aura une solution de ce 
problème : 

Mener la tangente en un point C d'une conique, dont on 
connaît quatre autres points A, B, O, e [Jig- 38). 

On mènera par le point C la droite CT, de manière que 
le rapport anharmonique des quatre droites CA, CB, CO, 
CTsoît égal à celui des quatre points a, è, c, e : Ce qui se 
réduit à prendre sur O e le point T tel , que 

(a, &, O, T) = (a, b,c, e), 

La droite CT sera la tangente en C. 

64, Corollaires du théorème corrélatif de celui' de 
Pappus. -^ Soit (fig» 39) un quadrilatère ABCD circon- 
scrit à une conique : un côté, CD par exemple, peut s'in- 
cliner sur le côté DA, de plus en plus jusqu'à ce que le 
sommet D qui s'approche continûment du point <ie con- 
tact du côté DA, vienne coïncider avec ce point. Alors les 
deux côtés consécutifs CD, DA du quadrilatère se con- 
fondent en direction, et le sommet D est le point de contact 
^e ce côté double avec la courbe. Le théorème reçoit cet 
énoncé : . 

Quand un triangle est circonscrit à une conique, le pro-^ 
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dmt des distances de chaque tangente à deux sommets du 
triangle y et le produit des distances de la même tangente 
au troisième sommet et au point de contact du côté op- 
posé, sont en raison constante, 

65. Les deux côtés DC, BC d'un quadrilatère circonscrit 
ABCD {Jig' 4o) peuvent s'incliner l'un et l'autre sur les 
côtés liA, BA, respectivenientj et le sommet C s'approcher 
du sommet A. A la limite, où il y a coïncidence, le quadri- 
latère devient un angle DAB circonscrit à la conique. Les 
points de contact D, B des deux côt^s de cet angle représen- 
tent deux sommets opposés du quadrilatère primitif, dont 
les deux autres sommets* sont confondus en A. Le théorème 
prend alors cet énoncé : 

Quand un angle DAB est circonscrit à une conique', le 
produit des distances de chaque tangente aux deux points 
de contact D, B des côtés de V angle, et le cane de la 
distance de la même tangente au sommet A, sont en 
raison constante. 

Observ^ation . — • La corde de contact BD des côtés de 
Tangle représente une diagonale du quadrilatère primitif: 
l'autre diagonale est nulle, se réduisant au point A. Nous 
pouvons dire aussi qu'elle est infiniment petite. Cette 
considération nous permettra dans la suite d'appliquer à 
ce simple point A, sommet de Fangle circonscrit, cer- 
taines propriétés appartenant aux diagonales d'un quadri- 
latère circonscrit. 

s VIII. 

66. Corollaires du théorème corrélatif de celui de Desar^ 
gués, — Le théorème (27) donne une nouvelle construction 
de la conique tangente à cinq droites. 

Quatre de ces droites forment un quadrilatère. Que 
d'un point de la cinquième droite D on mène des rayon» 
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aux deux couples de sommets opposés du quadrilatère. Ces 
rayons, conjugués deux à deux, déterminent une involution ^ 
elle rayon conjugué à la droite D dans Tinvolution est tan- 
gent à la conique cherchée. On construira ainsi toutes les 
taDc;entes à la courbe. 



"O^ 



67. Si 5 dans le théorème général, on suppose que le point 
par lequel on mène deux tangentes à la conique et des 
droites aux sommets d'un quadrilatère circonscrit, soit pris 
sur la courbe même, les deux tangentes coïncident et for- 
ment un rayon double de l'involution déterminée par les 
deux'couples de droites. De là résidle une solution du pro- 
Mème suivant : 

Décrire une conique tangente -à quatre droites et pas- 
sant par un point donné. 

Les quatre droites forment un quadrilatère circonscrit à 
la conique cherchée. Du point donné on mène deux couples 
de droites aux sommets opposés de ce quadrilatère, et l'on 
construit les rayons doubles de Tinvolution déterminée par 
ces deux couples de droites (G. aS., 210) : chacun de ces 
deux rayons est la tangente a une conique satisfaisant à la 
question. 

68. Si, comme précédemment (64)-, un triangle circon- 
scrit à une conique représente un quadrilatère dont deux 
côtés se confondent, l'énoncé général (27) devient : 

Quand un Inangle est circonsciit à une conique, si 
d'un point pris arbitrairement on mène deux tangentes 
û la courbe et deux autres couples de droites dont les , 
premières aboutissent à deux sommets du triangle et les 
deux autres au troisième sommet et au point de contact 
du côté opposé y ces trois couples de droites sont en im^o- 
liition. 

69. Si le quadrilatère se réduit à un angle circonscrit à 
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la conique, comme il a élé expliqué ci-dessus (65), le théo- 
rème général se particularise ainsi : 

Quand un angle est circonscrit à une conique, si d'un 
point on mène deux tangentes à la courbe, et deux 
d/vites aux points de contact des cotés de l'angle, Vin- 
volution déterminée par ces deux couples de droites aura 
pour l'un de ses rajons doubles la droite menée du même 
point au sommet de V angle. 

70. Ce théorème donne immédiatement la solution du 
problème suivant : 

Construire une conique tangente à trois droites et pas- 
sant par deux points donnés. 

Sgient L, U, V les trois droites et a, b les deux points. 
On déterminera les tangentes à la conique en ses deux 
points a, & ; ce qui se ramène à trouver le point de concours 
de ces tangentes. 

A cet effet, que par le point d'intersection O des deux 
droites L, \J on mène les droites Oa^ 0&, et les rayons 
doubles de Tinvolution déterminée par les deux couples L, 
L' et Oa, Oi : le point cherché sera sur l'un de ces deux 
rayons (69). .Opérant de même avec les deux droites L, 
U\ on obtiendra deux autres droites sur chacune desquelles 
devra se trouver aussi le point cherché. Chacun des quatre 
points de rencontre de ces deux droites par les deux pre- 
mières satisfera donc à la question, c'est-à«dire sera le point 
de concours des tangentes à la conique demandée, en ses 
deux points a, t. Ainsi le problème est résolu et admet 
quatre solutions. 

Obsen^ation, — Pour que les solutions soient réelleà, il 
faut que les deux points a^ b soient, tous les deux à la fois, 
dansTintérieiir du triangle formé par les trois tangentes^ 
ou bien tous les deux extérieurs au triangle, mais alors 
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situés l'un et Tautre dans un des trois angles du triangle, 
ou Fun dans un angle et Tautre dans Topposé au sommet. 
La raison de cela est qu^il faut que Tangle des deux droites 
menées d'un sommet du triangle aux deux points a, b 
n'empiète pas sur l'angle du triangle (G. 5., 244 et 210). 

Les deux points a, b peuvent être imaginaires^ la con- 
struction subsiste encore et les quatre solutions sont tou- 
jours réelles. 

On remarquera que la construction exige en outre que 
les trois droites soient réelles, puisqu'on les combioe deux 
à deux. Nous donnerons plus tard une construction qui 
permettra de supposer deux des droites imaginaires aussi 
bien que les deux points. 

SIX. 

71 . Corollaires du tliéorème fie M. Brianchon . — Quand 
un hexagone est circonscrit à une conique, un côté s'in- 
clinantde plus en plus sur le côté suivant, le sommet qui 
est leur point d'intersection s'approchera indéfiniment de 
ia courbe : et, à la limite, où les deux côtés ne seront qu'une 
même tangente, ce sommet deviendra le point de contact. 
II s'ensuit qu'un pentagone circonscrit à une conique peut 
être considéré comme un hexagone circonscrit dont un des 
sommets est le point de contact d'un des côtés. Pareillenient 
un quadrilatère circonscrit sera considéré comme un hexa- 
gone dont deux sommets sont les points de contact de deux . 
côtés. Et enfin un triangle circonscrit sera considéré comme 
un hexagone dont trois sommets sont situés aux points de 
contact des trois côtés. 

72. Si l'on réduit l'hexagone au pentagone, on obtient 
Que solution très-simple de ce problèihe : Étant données 
^inq tangentes d'une section conique, troui^er le point de 
contact de' chacune d^ elles. 
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Les cinq tangentes forment un pentagone abcde (fig> 4')' 
Donc, en considérant le point de contactyde la cinquième 
tangente ea comme le sommet d'un hexagone, la droite 
menée de ce point au sommet opposé c passera par le 
point de concours des deux diagonales ad^ be. Cdnséquem- 
ment ce point de contact sera déterminé. 

73. Lorsque dans un quadrilatère circonscrit à une co- 
nique on regarde les points de contact de deux côtés oppo- 
sés comme deux sommets d'un hexagone circonscrit, on en 
conclut que : 

Quand un quadiil/itère est circonscn't à une conique, 
les droites qui joignent des points de contact des côtés 
opposés passent par le point de rencontre des deux dia^ 
gonales, 

74. Les points de contact des côtés d'un triangle circon- 
scrit à une conique peuvent être regardés comjne les som- 
mets d*un hexagone circonscrii -, il en résulte que : 

Quand un triangle est circonscn't à une conique, les 
droites menées de ses somniets aux points de contact des 
côtés opposés passent par un même point. 

§x. 

75. Corollaires du théorème corrélatif de celui de 
' Camot. — Si le sommet c opposé au côté C du triangle (29) 

est situé sur la conique, les deux tangentes y, /, coïnci- 
dent avec la tangente en ce sommet, et Téquation devient 

sin(A, 6).sin(A, 6^ sin(C, aj.sin (C, a') sin»(B, 7) _ 
sin^C, 6).sin(C, €') sin(B, a).sin (B, a') sin*(A,7) 

^, , . - . Al sin I A, 7) 

Celle ecjuation tail connaître le rapport -r~-- — ^5 et par 
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coQséquetil la direction de la tangente au point c de la 
conique, quand on connaît les quatre tangentes a, a\ o, &. 
Ainsi elle résout -ce problème : 

Connaissant quatre tangentes et un point d'une coni- 
que, déterminer la tangente en ce point. 

L'expression de ■ . | ■■ a deux valeurs, par conséquent 

le problème admet deux solutions, comme nous Tavons 

déjà vu (67). 

76. Cherchons ce que devient T^quation générale (29) 
quand le côté C ouab du triangle est tangent a l'a conique. 

Désignant par I dans le cas général (fig- ly) le point 

d'intersection des deux tangentes a' et 6', on voit que 

sinfC, 6') ai. .,, . , 11 . 

-r-7- — - = — : et Lequation peut se changer en celle-ci 
sin(C, a) bi^ ^ ^ ^ 

sin(A* 6).sin(A,6'j sin^'C, a) sin (B, 7) .sin(B, 7) ai 

sin(B, a), sin (B, a') sîn(C, 6) sin (A, 7).sin(A, 7J ~" bi' 

Mais ce point /, quand Iç côté C ou ab devient tangent 
à la conique, est précisément le point de contact. L'équa- 
lion le fait connaître, car le premier membre est connu. 
Elle sert donc à résoudre ce problème : 

Étant données cinq tangentes à une conique, déter- 
miner le point de contact de chacune d'elles. 

77. On peut supposer qu'un sommet, ou deux, du 
triangle abc soient à Tinfini. 

I. Soit le sommet a {fig* 4^) à l'infini : les tangentes 
issues de ce sommet sont parallèles aux côtés B, C, et ren- 
contrent la base A en deux points a, a'. On a, dans cette 
hypothèse, 

sin (A, 6) . sin (A , ^') sin (B, 7). sin(B, 7') ca .ccf! . 

sin (C, 6) . sin (C, 6') ' sin (A, 7) . sin (A, 7') ' TITbi' "~ ^ ' 
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n. Si les deux sommets a^ b an triangle sont à Tinfinî 
(fis* 43), les tangentes issues de ces sommets rencontrent 
les côtés A et B respectivement en des points a, a' et 6, 
&^ et la relation se réduit à 

sîn (B, 7). sin (B, 7') col.col' 

sin(A, 7). sin(A, 7') <?6.c6' 

Conséquences des deux théorèmes (23) et (29) considérés 
simultanément. 

78. Quand les trois*cotés d'un triangle rencontrent une 
conique y les droites menées des sommets aux points de 
rencontré^des côtés opposés sont six tangentes d'aune même 
conique, . • • ' 

En effet, une conique rencontrant Jes trois côtés d'un 
triangle ABC en des points a, a', t, b\ c, c', les segments 
interceptés ont la relation • 

kb.kb' Ca,Qa' Bc.Bc^ _ 
C^.C6'*Bfl.Ba' * Ac.Ac'""* ^ ^' 

Mais les trois droites A a, Bi, Ce entraînent celle-ci 

A^ Qa Bc sinAB^ sînCAa sin BCc 

C^'bÂ'Ac siHCB6 * sinBAfl ' sin ACc ^ ' ** '* 

Les. trois droites Aa', BJ', C</ donnent une relation 
semblable. On a donc 

sinABè sinABè' sin CA g . sin CA/i^ siaBCg.sinBCc^ _ 
sinCB^ .sinCB^' sinBAfl.sioBAfl' sin ACc. sin ACc' ' 

équation qui projiveque les six droites A/z, Aa',. . . sont 
tangentes à une même conique 5 car la réciproque du théo- 
rème (29) est évidente. 

La réciproque du théorème actuel Test également. 
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79. Observation. — Dans le théorème (23) la conique 
peut être Tensemble de deux droites-, et dans le théo- 
rème (29) la conique peut être infiniment aplatie, c'est-à- 
dire se réduire à une droite limitée à deux points (32). 

11 suit de cette dernière hypothèse que : 

Si de deux points pris arbitrairement on mène des 
droites aux trois sommets d ^un triangle , les six points dans 
lesquels ces droites rencontrent les c^tés, respectivement 
opposés aux sommets, sont situés sur une conique (*). 

Ainsi, par exemple, les points ^milieux des côtés d'un 
triangle et les pieds des perpendiculaires abaissées des 
sommets opposés sur ces cotés sont six points situés sur 
une conique. 



(*)Ge théorème a été démontré par M. Steiner dans les Annales de 
Mathématiques de M. Gergonne, t. XIX, p. 3, année 1838. 



64 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES. 



CHAPITRE IV. 

EXTENSION DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. - DESCRIPTION 
ORGANIQUE DES CONIQUES. - THÉORÈMES DE NEWTON, DE 
MACLAURIN ET DE*BRAIKENRIDGE. ~ GÉNÉRALISATION DE 
CES THÉORÈMES. 



§1. 

80. Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est 
inscrit dans une conique y le produit des distances de cha- 
que point de la courbe aux côtés de rang impair et le 
produit des distances du même point aux côtés de rang 
pair y sont en raison constante. 

Démontrons que si le théorème a lieu pour un polygone 
de im côtés, îl aura lieu pour un polygone de deux côtés 
de plus. 

Soit AB. . .EF. [Jig* 44) 'g polygone de am côtés; rem- 
plaçant le dernier côté FA par trois côtés consécutifs FG, 
GH, HA, on passe au polygone AB. . .FGHA de am-h 2 
côtés. 

Appelons a, J, . . . , y, g^ ft, les distances d'un point m 
de la courbe aux côtés consécutifs AB, BC, ... ., FG, GH, 
HA; et cj) sa distance à la diagonale FA. On a, par hypo- 
thèse, dans le premier polygone AB. . .FA, la Velation 

a .c , , e 

, — = constanle =:= a. 

o .a . . . <p 

Mais on sait, par le théorème de Pappus, que dans le qua- 
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drilalère AFGH 



VA- = constante = a, (19). 

Mnltipliaiit membre a membre ces deux équations, on 

obtient 



— - = A . pi =r constante. 



b.fL.f.h 
Ce qu'il fallait démontrer. 

81. Un côté du polygone, tel que AB, peut devenir inii- 
niment petit et se confondre avec la tangente eu A. Un 
autre côté CD, non contigu à AB, peut aussi se confondre 
avecla tangente*, et ainsi des autres. De sorte que, parexeno» 
pie, tous les côtés de rang impair peuvent devenir tan- 
geuts à la courbe. Alors le théorème général exprime la 
propriété suivante : 

Un polygone d'un nombre quelconque de côtés étant 
inscrit à une conique, le produit des distances de chaque 
point de la courbe aux calés du polygone et le produit 
(les distances du même point aux tangentes à la courbe 
menées par les sommets du polygone, sont en raison 
constante. 

82. Le théorème de Desargues (20) admet la généi^li- 
saiion suivante : 

Quand un polygone d*un nombre pair de côtés est in^ 
^crit dans une conique, si l'on mime une transversale qui 
^ncoTitre la courbe en deux points : le produit des seg^ 
fnents compris entre Vun de ces points et les côtés de rang 
pair est au produit des segments compris entre le même 
point et les côtés de rang impair, comme le produit des 
s-gments compris entre le second point de la courte et les 

5 
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cétes de rang pair est au produit des segments compris 
entre ce point et les côtés de rang impair. 

Ainsi soient ABCDEF le polygone, et a, 6, y, 5, e, (f les 
points de rencontre de ses côtés consécutifs A6, 6G, . . . par 
la transversale; m et m' les points de rencontre de la coni- 
que : on aura 

ma,my .ni€ m'a^m'y.m's 

Nous allons prouver que si le tliéorème a lieu pour un 
polygone de 2 m côtés ABCD, il sera vrai pour un. |>oly- 
gone de deux côtés de plus. 

En effet, si dans le polygone de ^ m -h 2 côtés on iliène 
une diagonale AD qui retranche trois côtés AF, FE, ED, 
elle décompose le polygone en un polygone de 2 m côtés, et 
un quadrilatère. Formant les deux équations qui ont lieu 
pour ce polygone par hypothèse, et pour le quadrilatère par 
le théorème de Desargues, et multipliant ces deux équations 
membre à membre, on trouvera Féqualion à démontrer. 

83. Quand un polygone ABCD. . . est tracé dans le 
plan d'une conique qui rencontre ses cotés AB, BC, . . . 
en des couples de points a, a'; b, b'; c, c';. . . 07/ a /V- 
quation 

Aa.Aa' Bb.Bb' Cc.Cc'.., __ 
Ba.Ba' ' Cb .Cb' ' De. De',.. "" '' 

En effet, on voit aisément que si le théorème est vrai pour 
un polygone de n côtés, il le sera pour un polygone d'un 
côté de plus. Car celui-ci se divisera, au moyen d'une dîa-' 
gonale qui retranche deux côtés, en un polygone de n côtés 
et un triangle. Le théorème aura lieu pour ce polygone et 
pour le triangle; et en éliminant des deux équations rela- 
tives à ces deux figures, les segments faits sur la diagonale 
qui est leur côté commun, on obtiendra Téquation relative 
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au polygone de n -h 1 côlés. Donc le théorème, étant vrai 
pour le triangle (^)j l'est aussi pour le quadrilatère, puis 
pour le pentagone, et ainsi de suite. Du reste, c'est pour 
un polygone quelconque que Carnot a démontré le théo- 
rème dans sa Géométrie de Position. 

On voit sans difliculté de quels énoncés sont susceptibles 
les deux derniers théorèmes, si l'on suppose que des côtés 
du polygone deviennent infiniment petits, ainsi que nous 
l'avons fait (81). 

Théorèmes corrélatifs. 

84. Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est 
circonscrit à une conique : le produit des distances d^une 
tangente quelconque aux sommets de rang pair et le 
produit des distances de la même tangente aux sommets 
de rang impair^ sont en raison constante. 

85. Qiuind un polygone d'un nombre quelconque de 
côtés est circonscrit à une conique : le produit des distances 
de chaque tangente aux sommets du polygone et le pro-- 
duit des distances de la même tangente aux points de 
contact des côtés du polygone, sont en raison constante. 

86. Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est 
circonscrit à une conique, si d'un point on mène des tan^ 
gentes à la courbe, et des droites aux sommets du poly- 
gone : le produit des sinus des angles que l'une des tan-- 
gentes fait avec les droites menées aux sommets de rang 
pair est au produit des sinus des angles que la même tan'- 
gentefait avec les droites menées aux sommets de rang 
impair, dans un rapport qui reste le même quelle que 
soit celle des deux tangentes que l'on a prise. 

87. Ç^uand un polygone ABC. - . F e^f tracé dans le 

5. 
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plan d'une conique, si de ses sommets A, B,. . « on mène 
les couples de tangentes à la courbe, a^ (x!\ 6, 6' ; . . . , o// 
aura la relation 

sin(AB, a]sin(AB, (x) sin (BÇ, 6)siD(BC, 6^) _ 
8in(AF, a)8in(AP, (x!) ' sin(BA, 6) sin(BA,'6') '' 

Ces propositions sont l'extension des théorèmes 36, 27 
et 2d. Leur démonstration est tout à fait semblable à celle 
des propositions précédentes (80-83), et conséquemment 
n'offre aucune difficulté. 

§ II. — Description des coniques considérées comme lieux 
^ géométriques. 

Description organique de Newton. 

88. Quand deux angles de grandeur constante aOA, 
aCA (fig' 45)» tournent autour de leurs sommets fixes 
O, Cy, de manière que leurs côtés Oa, Ca se coupent 
toujours sur une ligne droite donnée L : les deux autres 
côtés Oh ^ O'A se coupent sur une conique qui passe par 
les sommets Q, O' des deux angles. 

En effet, quand le point a glisse sur la droite L, les deux 
droites Oa, O'a forment deux faisceaux horaographiques. 
Mais les droites OA, c'est-à-dire les positions du second 
côté de. l'angle O, constituent un faisceau homograpbique 
au faisceau des droites Oa; et pareillement, le faisceau des 
droites O'A est homograpbique à celui des droites O'a. 
Donc les deux faisceaux dont les rayons sont OA, O'A, 
sont homograpbiques. Donc ils se coupent sur une conique 
qui passe par les deux points O, O'. Ce qu'il fallait démon- 
trer. 

C'est ce théorème que Newton a donné sous le titre de 
Descjiption organique des coniques, parce qu'au moyen 
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(l'un instrumeiii fopmé de doux angles tournant autour de 
leurs sommets on décrit une conique d'un mouvement con- 
linu (*). 

Quand cinq points d'une conique sont donnés, la gran- 
deur des angles qu'il faut prendre pour construire la courbe 
se détermine ainsi : 

Soient A9 B,C,09 O' {fig» 46) les cinq points; on prend 
les angles COO', CO^O pour les deux angles mobiles; on 
les fait tourner autour de leurs sommets O, O^ de manière 
que leurs côtés OC, O'C soient dirigés sur le point A; 
alors leurs côtés OO', O'O se coupent en un point a. On 
dirige ensuite les côtés OC, O^C sur le point B, et les côtés 
00\ CO se coupent en un point A. La droite ab est la 
droite directrice L sur laquelle glissera le point de ren- 
contre des deux côtés qui se confondaient d'abord aveu la 
ligne .00'. 

Remarque. — Si, dans le théorème général, il existe une 
position des deux angles telle, que les côtés OA, O'A coïn- 
cident avec OO', la courbe décrite n'est plus une conique, 
mais une ligne droite; parce que les deux faisceaux for- 
més par ces côtés OA, O'A auront alors deux rayons homo- 
logues se confondant avec la droite qui joint leurs centres 
(G. «S., 105). On peut dire que la conique devient dans 
ce cas l'ensemble de deux droites, dont l'une est OO^; car 
cbaque point de cette droite, étant commun aux deux côtés 
OA, O'A quand ils coïncident avec elle, appartient au lieu 
géométrique cherché. 

Ce cas particulier a été remarqué par Newton. 

Théorème de Maclaurin et de Braikenrîdge. 
89. Étant donnés trois points et deux droites fixes, si 

{*) Voir Enumeralio linearum tertii ardinis, etc. 



70 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES. 

Von fait glisser sur les deux droites deux sommets d'un 
triangle de forme variable, dont les trois cCtés tournent 
autour des trois points fixes: le troisième somme t. décrira 
une conique. 

En d'autres termes : 

Si autour d^ un point fixe p (fig* 47 ) on fait tourner 
une transi^ersale qui rencontre deux droites fixes SL, 
SL' en deux points a, a', et que par deux points fixes O, 
C on mène les droites Oslj Ca', leur point d'intersection 
décrira une conique. 

En effet, les points a, a' forment sur les deux droites L, 
U deux divisions homographiques ; les droites Oa, (Vof for- 
ment donc deux faisceaux homographiques. Donc le point 
de concours m de ces droites a pour lieu géométrique une 
conique qui passe par les deux points O, &. 

Ce théorème a été démontré par Maclaurin (*) et Brai- 
kenridge ('*''*'), et a fait le suJ€t de quelques diseussions de 
priorité entre ces deux géomètres. 

De même que le théorème de Newton, il procure un 
moyeu général de description d'une conique déterminée 
par cinq points. 

En effet, la courbe ne passe pas seulement par les deux 
points O, (y ^ elle passe par lé point de concours S. des deux 
droites L, L', et par les points t, cf où les deux droites pCK, 
et pO rentontrent ces droites L, V respectivement : de 
sorte que la courbe a cinq points O, CK, S, b, c , connus 
à priori. Si ces cinq points sont donnés, on en conclut la 
position du point p autour duquel il faut faire tourner la 
transversale paa' pour déterminer un sixième point m. 

(*) \ oir Exercitatio Geometrica de descriptione Unearum curvarum, Auc- 
thoreG. Braikenridcie. Londini, i7o3; in-4°. ^ Transactions philosophiques 
de la Société Royale de Londres , année 1 735. 

{**) Transactions philosophiques de la Société Royale de Londres, année 
!735. 
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SO. Celle considération a conduit Maclaurîii à une dé- 
monstimûofa du théorème de Pascal. 

En effet, les six points O, CV, S, ft, c' et m sont les som- 
mets d'ua hexagone 0(/Sb(ymO inscrit à U conique : les 
points de concours des côtés opposés de cet hexagone sont a 
(point de concours des deux c6tés mO, $&), p (point de 
concours de Ocf et bCÏ) et di! (point de concours de cfS et 
Ofm). Ces trois points a, p, i^ sont eti li^e droite. On en 
conclut donc que : 

Dans unJwxagone inscrit aune conique ^ les trois pmnts 
de concours des côtés opposés sont en ligne droite. 

Autres théorènlies analogues à celiii de Newton (88).* 

91. 1^ On peut demander que les deux premiers c6tés 
d^ angles O, 0/ rencontrent ladnoite L en des points a, a\ 
toujours distants d'une même longueur «duz' ; ou Inen que oc 
segment ^aoit vu d'un point donné sous un angle donné : 
(Uns les denx cas le point d' intersection m des deux autres 
côtés décrira une conique. 

2^ Si les deux premiers côtés Oâ^ O^u^ au lieu de se cou- 
per sur une droite, tournent autour des somniels O, O^ en 
faisant entre ettx un angle de grandeur confiante. Le point 
d'iniersecfion m des deux autres cafés décrira encore une 
conique. 

3^ Si Von déforme un polygone^ de manière que tous 
ses sommets, moins un, glissent sur des droites^ et que tous 
ses côtés soient 'vus d'autant de points Jixes sous des angles 
donnés : le dernier sommet du polygone décrit une coni- 
que qui passe par les rhux points desquels on voit sous des 
angles donnés les deux côtés adjacents à ce sommet. 

D'après cmb qui précède, la démonstration de ces théo- 
rèmes est bien facile; car on voit sur-le-champ que la 
courbe décrite est, dans chaque cas, le lieu des points d'in- 
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letsçeûon de deux rayons qui tournent autour de deitx 
points fixes en faisant des rapports anharmoniques ^aux. 

Généralisation du théorème de Maclaurin et de Braikenridge. 

92. Un polygone étant tracé dans un plan^ si on le 
déforme de manière que tous ses côtés tournent autour 
d'autant de points fixesy et que tous ses sommets, moins 
un, glissent respectivement sur des droitesjixes i le dejmier 
sommet décrira une conique qui passera par les deux 
points fixes autour desquek tournent les deux côtés ap- 
partenant à ce sommet. 

Soit abcdem [fig. 48) le polygone dont les côtés ma, 
ai, . • • , em tournent autour des points P, Q,..., U, et dont 
les sommets a, b^. . ,^ e parcourent des droites fixes A, 
B, . . . , E< 11 faut prouver que le dernier sommet m déorît 
une conique passant par les deux points P et U. 

En effet, dans la déformation du polygone, les deux droites 
Pâ, (^a décrivent deux faisceaux homographiques, puis- 
qu'elles se coupent sur la droite fixe A. Nous dirons donc 
que le second côté du polygone décrit un faisceau homogra- 
phique au faisceau décrit par le premier côté. Par la même 
raison le troisième côté décrit autour du point R un faisceau 
homographique au second, et par conséquent au premier; 
et ainsi de suite. De sorte que le dernier côté Vm décru un 
-faisceau homographique au faisceau décrit par le premier 
côté P/n. Donc le sommet m décrit une conique qui passe 
par les deux points P et U (8). Ce qu'il fallait démontrer. 

Remarquons que le point d'intersection de deux côtés 
quelconques, non contigus, décrit aussi une conique qui 
passe par les points autour desquels tournent ces deux 
côtés. 

Cela résulte de ce que ces deux côtés décrivent deux fais- 
ceaux homographiques. 
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Cette proposition générale a été démontrée par Maclau- 
rin et par Braikenridge, dans les Transactions philoso- 
phiques de la Société Royale de Londres ^ année 1735. 

93. Les points fixes P^ Q, . . . , U sont les sommets 
(l^an polygone de même nombre de côtés que le polygone 
mahc. . • eni\ et Ton peut dire que celui-ci est circonscrit 
à ce polygone PQR. . . U. Donc ; 

Étant donné un polygone, si on lui circonscn't un poly- 
gone d*un même nombre de côtés, dont toius les sommets 
moins un glissent^ respeclix^ement, sur des droites fixes^ 
le dernier sommet décrira une conique, 

GéDération des coniques considérées comme enveloppes d^une 
série de tangentes (*). 

94. Etant données deux droites fixes, si Von insent 
entre elles des cordes qui soient vues d^un point fixe sous 
des angles égaux, tournant dans le même sens : ces cordes 
enveloppent une conique tangente aux deux droites. 

95. Étant données deux droites fixes L, L' (fig* 49)^ si 
le 'sommet d'un angle dont les côtés tournent autour de 
deux points fixes P, P' parcourt une troisième droite M.: la 
droite aa' qui joint les points de rencontre des deux droites 
U L' et des deux côtés de V angle ^ enveloppera une coni- 
?ue tangente aux deux droites L, V. 

Si la droite PP' qui joint les deux points fixes passe par 
'epoii^t dç concours S des deux droites L, L', les droites ai^ 
11 euveloppent plus une conique ] elles passent toutes par 
'^ même point p (G. *S. , 38) . On peut dire que la conique 
*e réduit au système des deux points S et p (32), parce que 

{*) Nous omettons ici les dcmonslrations, tont k fait conformes à celles de» 
'héorèmcs précédenls, et qui ne pcuveul présenter aucune dinicullc. 
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tontes les droites qu'on peut mener par chacnn de ces points 

satisfont aux conditions de la question. 

Remarque, — La droite W est une tangente & la coni- 
que 5 car lorsque le point m, qui glisse sur la droite M, se 
trouve sur le prolongement de PP' la droite aci coïncide 
avec cette droite PP'. 

Soient b et (/ les points d'intersection des deux droites 
L, L' par la droite M : les deux droites P'i, Pc/ sont deux 
autres tangentes a la conique. On a donc les six tangentes 
ai, JP', P'P, Pc', c'a', a'a, qui forment un hexagone 
abWda! circonscrit à la conique. Les sommets opposes 
sont b et c', a et P, a! el P'. Les deux droites aP, a'P' se 
croisent sur la droite M ou hc'. On en conclut donc que : 

Quand un hexagone est circonscrit à une conique, les 
trois diagonales qui joignent les sommets opposés passent 
par un même point. Théorème déjà démontré (28). 

96. Si tous les sommets d*un polygone sont assujettis 
à se mou\foir sur autant de droites Jixes , tandis que tous 
ses côtés, un seul excepté y tournent autour de points fixes : 
le côté libre du polygone roulera sur une conique, tan- 
gente aux deux droites sur lesquelles glissent les deux 
sommets appartenant à ce côté (*), 

Remarque, — Tous les sommets du polygone divisent 
homographiquement les droites sur lesquelles ils glissent^ 
on en conclut que la diagonale qui joint deux sommets 
quelconques du polygone enveloppe une conique tangente 
aux deux droites sur lesquelles glissent les deux sommets, 

97. Quand on déforme un polygone en faisant glisser 
tous ses sommets sur autant de droites fixes ^ de manière 



( * ) Ce théorème a été démontré par M. Poncelet ( Traité des Propriétés 
projet tives, etc., p. 298). 
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(jue tous ses côtés, moins le dernier y soient vus y respecùx^e- 
ment, de certains points fixes sous des angles donnés : le 
dernier côté enveloppe une conique tangente aux deux 
droites sur lesquelles glissent les deux sommets qui appar- 
tiennent à ce côté, 

Chacnne des diagonales du polygone enveloppe aussi une 
secdon conique. 

Une partie des angles peuvent être nuls, de sorte cjue les 
côtés correspondants du polygone tourneront autour de 
points Gxes représentant les sommets de ces angles. 
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CHAPITRE V. 

THÉORIE DES POLES ET POLAIRES. - POINTS CONJUGUÉS; 
DROITES CONJUGUÉES. - QUADRILATÈRES INSCRTIS OU 
CIRCONSCRITS.- CORDES ISSUES D'UN BIÈME PŒNT.- ANGL£S 
INSCRITS AYANT LEURS SOMMETS SUR UNE MÉBŒ DROITE. 



§ I. — Polaire d'un point. 

98. Quand plusieurs cordes d'une conique passent par 
un même point : 

1^ Les points de rencontre des droites qui joignent deux 
à deux les extrémités de deux cordes quelconques sont 
situés sur une même droite; 

n^ Les tangentes aux extrémités de chaque corde se 
coupent sur cette droite ; 

3** Cette droite est le lieu des points conjugués harmo* 
niques du point de concours des cordes par rapport aux 
extrémités de chaque corde. 

Soient oa^, hV (,fig. 5o) deux des cordes; p lenr point 
de concours. Nous allons prouver d^abord que les deux points 
de rencontre m ein des droites qui joignent les extrémités 
de ces deux cordes, et le point de concours p des tangentes 
aux extrémités a, a\ de Tune d*elles, sont trois points en 
ligne droite. 

En effet, les quatre droites qui partent du point a, savoir 
la tangente ap^ et les trois droites ai, ab\ ad ont lé 
même rapport anharmoni(jue que les quatre droites qui 
partent du point ol : ci a^ cih^ alV et la tangente dp (6). 
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Changeant Tordre de celles-ci, nous dirons qne les deux 
faisceaux de quatre droites ap^ ah^ aV^ aol et 0';?, olh\ alh^ 
ola ont le même rapport anharmonique (G. <$., 40); et 
comme les deux rayons homologues aal et al a coïncident, 
les trois points d'intersection p^ /i, m des autres rayons, 
deux à deux, sont en ligne droite (G. «$., 43). 

Maintenant observons que dans le quadrilatère ama! n 
le point a, intersection des deux diagonales mn, oof, est le 
coDJi^é harmonique par rapport aux deux sommets a, af 
da point p dans lequel la droite qui joint les points de con- 
cours b, 1/ des côtes opposés du quadrilatère rencontre la 
diagonale cu^ (G. «S., 341). 

Diaprés cela, la droite mn se trouve déterminée au moyen 
d'une seule corde oo', puisqu'elle passe par le point de ren- 
contre des tangentes'eh a et a! et par le point a, conjugué 
barmonique de p par rapport à ces deux points a, a'. Donc, 
quelle que soit Fautre corde ii', les points m, «, le point de 
concours de deux tangentes en b et l/y et le point S conjugué 
harmonique du point p par rapport kbetb^j sont situés sur 
la même droite. 
Ainsi le théorème est démontré. 

On peut renoarquer toutefois, à Tégard de la troisième 
partie du théorème, que la démonstration suppose réels les 
deux points <le rencontre de chaque transversale et de la 
conique; qu'elle laisse donc quelque chose à désirer. La 
démonstration suivante s'applique au cas où ces points sont 
imaginaires. 

autrement. Ayant pris les deux droites paa\ pbV de 
manière à former le quadrilatère aalVb^- qu'on mène par 
le point p une troisième droite qui rencontre la courbe en 
deux points e, ^ (réels ou imaginaires), les deux côtés ab^ 
«'6' en c, c', et la droite nm en y. D'après le théorème de 
Desargues, les deux couples de points c, d et e, c', ot le 
point p, considéré comme point double, forment trois cou- 
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pies en involution (20) \ en d'autres termes, le point p est 
un des deux points doubles de Tinvolution déterminée par 
les deux couples c^ d et €, ç\ Or le point y est le conjugué 
harmonique de p par rapport aux deux points c, </, à cause 
de Taogle anal coupé par les deux transversales pa^, fiolV 
( G. «S., iiO). Il est donc aussi le conjugué harmonique de 
p par rapport aux deux points £, ^ (|jr. S.^ 205). Donc 
quand une transversale tourne autour du point p^ le eon** 
jugué harmonique de ce point par rapport aux points de la 
conique (réels ou imaginaires) situés sur la transversale, 
décrit une droite; et les points de concours, tels que m et 
n, des droites qui joignent deux à deux les extrémités da 
deux cordes aal^ hV sont sur cette droite. Ce qui constitue 
la première et la troisième partie du théorème. Pour la 
seconde partie, relative aux points de rencontre des tan-> 
gentes, il suffit de remarquer qu'elle est une conséquence 
de la première; car si la transversale phV est supposée infi* 
niment voisine de paat^ les droites a&, cill deviennent les 
tajQgentes à la conique en a et d. 

Ainsi le théorème est démontré complètement. 

La droite mn est appelée la polaire du point p, et ce 
point, le pôle delà droite. 

Remarque. — Quand la polaire rencontre la courbe, il 
est clair que la droite menée du pôle à chaque point de ren- 
contre est la tangente en ce point à la courbe. EiTecdve^ 
ment si cette droite.rencontrait la courbe en un second point 
difrérent de celui-là, le conjugué harmonique de p par rap- 
port à ces deux points ne coïnciderait pas avec le premier, 
<;omme ou le suppose. 

99. D'après ce qui précède, on peut déterminer la po- 
laire d'un point p de cinq manières : 

1° En menant par ce point deux transversales et en pre- 
nant sur chacune d'elles le conjugué harmonique de p par 
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rapport aux deux points où cette droite rencontre la coni- 
que : la droite qui joint les* deux points ainsi déterminés 
est la polaire; 

0? En menant les tangentes aux points de rencontre de 
chaque transversale-, leur point dHntersection est sur la 
polaire; 

3^ En joignant deux à deux par des droites les points de 
rencontre des deux transversales; les points de concours de 
ces droites sont sur la polaire ; 

4^ En menant une seule transversale ; le point conjugué 
harmonique du point p par rapport aux deux points de 
rencontre de la conique, et le point de concours des tan- 
gentes en ces points déterminent la polaire ; 

5^ Enfîn^ en menant par le point p deux tangentes à la 
conique ; la droite qui joint les deux points de contact est 
la polaire. 

Le premier de ces cinq modes de construction est le plus 
général, en ce qu'il subsiste lors même que les points d'in- 
tersection des transversales et de la conique sont imagi- 
noires. 

Pôle d'une droite. 

100. Si de chaque point d'une droite L on mène deux 
tangentes à une conique et la droite A conjuguée harmo- 
nique de L par rapport aux deux tangentes : 

i^ Toutes les droàes A passent par un même point; 

a® Les diagonales du quadrilatère J'ormé parles quatre 
tangentes issues de deux points de la droite L passent 
par ce point; 

3^ Les cordes qui joignent les points de contact des 
tangentes issiies de chaque point de la divite L passent 
aussi par ce point; 

4** Ce point est le pèle de la droite L. 

Soit ABCD {fig. 5i) le quadrilatère formé par les tan- 
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gentes à la conique menées par deux points E, F de là 
droite L. Nous allons prouver que si par un troisième point 
quelconque I de cette droite on mène la droite A conjuguée 
harmonique de L par rapport aux deux tangentes (réelles 
ou imaginaires) partant du point I, cette droite A passera 
par le point de rencontre G desdeux diagonales du quadri- 
latère ABCD. 

En effet, les deux tangentes menées par le {>oint I, et les 
deux droites menées de ce point aux deux sommels o[^)o- 
ses A, C du quadrilatère déterminent une involution dans 
laquelle la droite lE, ou L, est un des rayons doubles (27). 
Celte droite et le second rayon double sont conjugués har- 
moniques par rapport aux deux lA, IC ((Jr. <$., 244) ; dpnc 
ce second rayon double est la droite IG. Car dans le qua- 
drilatère ABCD, les deux sommets opposés A, G sont con- 
jugués harmoniques par rapport au point G et au point G^ 
où la diagonale AC rencontre la droite EF (G. S. y 341). 
Donc cette droite IG et la première lE sont conjuguées har- 
moniques, par rapport aux deux tangentes à la conique. Ce 
qui démontre la première partie du théorème. La seconde 
partie se trouve établie en même temps, puisque le point, 
par lequel passent toutes les droites A, est le point de ren- 
contre des diagonales du quadrilatère formé par les tan- 
gentes issues de deux points E, F pris arbitrairement sur 
la droite L. 

La troisième partie du théorème est évidemment une cou* 
séquence de la seconde*, car si les deux points E, F sont in- 
finiment voisins, une des diagonales du quadrilatère devient 
ia corde de contact de ses deux côtés issus du point E. D'ail- 
leurs on a déjà vu que dans le quadrilatère circonscrit ABCD 
les droites qui joignent les points de contact des côtés oppo- 
sés passent par le point de rencontre des deux diagonales 

Il reste à prouver que la droite L est la polaire du point 
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G. Or eela résulte de ce que les tangentes à la courbe aux 
extrémités des cordes menées par le point G se croisent en 
£, F,. « • sur la droite. 

Donc, etc. 

Obsetvation. — On voit aisément que quand la droite L 
rencontre la conique en deux points, le pôle de la droite est 
le point dé concours des tangentes en ces points. 

101. On peut déterminer le p6le d'une droite Lde cinq 
manières : 

1® On mène par deux points de cette droite des tangentes 
a la courbe et les deux droites conjuguées harmoniques de 
L par rapport aux deux couples de tangentes,- respective- 
ment : le point de rencontre de ces deux droites est Le pôle 
cherché ; 

2^ Le point de, concours des deux diagonales 4u quadri- 
latère formé par les quatre tangentes est le pôle cherché ^ 

3^ Le point de rencontre des deux cordes de contact des 
deux couples de tangentes est aussi le pôle cherché ^ 

4^ On mène par un seul point de la droite L les deux 
tangentes à la courbe^ et la droite conjuguée harmonique de 
L par rapport à ces deux tangentes : le point de rencontre 
de cette dioite et de la corde de contact des deux tangentes 
est le pôle cherché ; 

5^ Enfin, on mène les tangentes à la courbe par lés 
points où la droite la coupe : le point de rencontre de ces 
deux tangentes est le pôle. 

Le premier de ces cinq modes de construction satisfait k 
toiB les cas; que les deux couples de tangentes menées à la 
conique par deux points pris sur la droite donnée soient^ ou 
non, imaginaires. 



i 
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Propriété relative à un point et à sa polaire. 

102. Les polaires des différents points d'une droite pas- 
sent toutes par le pôle de cette droite; 

Et réciproqaenient : Quand des droites passent par un 
même point, leurs pôles sont tous sur une droite qui est la 
polaire de ce point. 

Soit une droite L etpson p6le [fig^ Sa). Jedîs d'abord que 
la polaire d'un point a de la droite L passe pair le point p. 
Car la droite xp rencontre la conique en deux points a, d 
(réels ou imaginaires) ; et les deux points p et a sont con- 
jugués harmoniques par rappibrt à ces points a, cf (98, 3^). 
Donc la polaire du point a passe par le point p. Donc, etc. 

Eln second lieu, je dis que le pôle de toute droite pât me- 
née par un point o se trouve sur la polaire de ce point. 
Car soit p ce pèle; la droite pp rencontre la conique en 
deux points m, m\ relatiTement auxquels les deux p, p sont 
conjugués harmoniques (96, 3*^). Donc le point p appartient 
a la polaire du point p. Donc, etc. 

§11- — Points conjugués. 

103. Nous appellerons points conjugués par rapport à 
une ocHiique^ deux points tds« que la polaire de Tnn passe 
par Tautre (*). 

On peut encore dire que deux points conjugués par rap- 
port à une conique, sont deux points conjugués harmoni- 
ques par rapport aux deux points d^intersection (réels ou 
imaginaires) de la conique et de la droite sur laquelle sont 
pris les deux points conjugués {98, 3**). 



[^] Cette âénoniiuitiovi de p^ùJiTts ronft^ituîs 9e troo^e dans rcxeelleot 
Mémmre de M. O. HesM, t>e Cwrcù n SÙfu^'Scit'JmM Mecmmâi mrdimù (Voir 
^^mml êe N«/Mr>M<i^»r^ de CtcIK l. X\ ; année iS^o). M. Ponceflct dit 
pMMfi rétiffn^qms^ dans le Traite des propriciés projetasses i p. 44, 198. 
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Observation, — Quand la droite qui joint deux points 

coDJugués par rapport à une' conique rencontre la courbe, 

l'un de ces points est toujours situé intérieurement à la 

courbe, et l'autre extérieurement. 

104. Trois systèmes de deux points conjugués pris sur 
une même droite forment une inv^ohttion. 

Les deux points de chaque système sont conjugués har- 
moniques par rapport aux deux points de la conique (réels 
ou imaginaires) situés sur la droite^ donc les six points for- 
ment une. iuvolution dont ces deux points de la conique 
sont les points doubles (G. iS., 205). 

105. II suit de là que plusieurs couples de points conju- 
gués, sur une même droite^ forment deux div^isions homo^ 
graphiques en involution [G. aS., 236). 

Conséquemment : Quatre points en ligne droite ont le 
même rapport anharmonique que les quatre points do ta 
même droite qui leur sont conjugués respectivement. 

Si la droite ne rencontre pas la conique, les points dou* 
blés de Tinvolution seront imaginaires, et alors il existera, 
départ et d'autre^ dé la droite, un point d'où, l'on verra 
chaque couple de points conjugués sous un angle droit 
(G. 5., 204). 

106: Le théorème (104) donne lieu à une solution très- 
simple du problème suivant, qui, par ses conséquences théo- 
riques, nous sera souvent utile : 

Trouver les points d'intersection d'une conique et d 'une 
droite. 

On prendra les polaires de deux points a, i de la droite : 
elles rencontreront cette droite en deux points a', b\ 
et on chwchera les points doubles de Tinvolution détermi- 
née par les deux couples de points conjugués a^ a' et i, b\ 
Ces poinu doubles seront les points de la conique. 

6. 
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Droites conjuguées. 

107. Deux droites telles, que le pôle de Tune, par rap- 
port à unecouique,se trouve sur l'autre, seront dîtes droites 
conjuguées par rapport à la conique. 

*0n peut encore dire que deux droites conjuguées par 
rapporta une conique sont deux droites conjuguées Iiarmo- 
niques par rapport aux deux tangentes à la conique (réelles 
ou imaginaires) menées par le point de concours des deux 
droites. Car si le pôle d'une droite L est situé sur une droite 
I/, celle-ci sera la conjuguée harmonique dé L par rapport 
aux deux tangentes à la conique menées par le point dénier- 
section S des deux droites (100, i®). 

Remarque, — Une des deux droites conjuguées L, U ren- 
contre toujours la courbe. Effectivement, si l'une,. L', ne 
la rencontre pas, son pôle est intérieur à la courbe, et con- 
séquemment la droite L, qui passe par ce point, rencontre 
nécessairement la courbe. 

108. Trois systèmes d^ deux droites conjuguées me- 
nées par un même point ^ forment une în^otution. 

Les deux droites de chaque systèmesont conjuguées har- 
moniques par rapport aux deux tangentes^ à la coniqiie me- 
nées par le point de concours des six droites (107) : elles 
sont donc eu involution. Les deux tangentes (réeUies oa 
imaginaires) sont les rayons doubles de Tinvolution. 

109. Il suit de là que plusieurs couples de droites con- 
juguées menées par un même point forment deux faisceaux 
homogrnphiques en im^olution (G. 5., 248). 

Conséquemment : Quatre droites menées par un même 
point ont leur rapport anharinonique égal à celui des 
tùoiles conjuguées passant par ce point, 

\ Hh Oti* sait (G. *S., 249) que dans deux faisceaux en 
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iiivolution il existe toujours deux rayons conjugues- rectan- 
gulaires. Donc : . 

Par un point pn's dans le plan iVune conique passent 
toujours deux droites conjuguées rectangulaires, 

111. Le. théorème (108) donne, une solution du pro- 
blème suivant, qui, au point de vue théorique, sera utile : 

Mener les tangentes à une conique par un point donné. 

On mènera par ce point deux droites quelconques A, B 
et leurs conjuguées A', 6'. Et Ton cherchera h*s rayons dou- 
bles de Finvolution déterminée par les deux couples A, A' 
et B, B^ Ces rayons doubles (réels ou imaginaires) seront 
les deux tangentes à la conique. 

Systèmes de trois points conjugués et de trois di cites conjuguées. 

112. Quand deux points a, b {.fig* 53) sont conjugues 
par rapport à une conique, le pôle c de la droite ah Jb/me 
avec chacun d^eux un système de deux points conjugués. 

Cela résulte de la définition des points conjugués (103), 
puisque les deux points a, b sont situés sur la polaire du 
point c. 

On peut encore dire que : Les trois points a, b, cfotfnent 
un triangle dans lequel chaque côté a pour pôle le som- 
met opposé, 

113. Il est clair que deux côtés quelconques du triangle 
abc sont deux droites conjuguées (107). De sorte que deux 
droites conjuguées et la polaire de leur point d'interr 
section sont trois droites conjuguées deux à deux. 

114. Quand trois points sont conjugués deux à deux^ 
il y en a un nécessairement dans T intérieur de la courbe 
et les deux autres, au dehors. 

Car, en^ ne considérant que deux des trois points, il y en 
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a toujours un des deux au dehors de^a courbe (i03, Obs,). 
La polaire de ce point rencontré la courbe; par conséquent, 
des deux autres points conjugués qui se trouvent sur cètle 
droite, l'un est situé dans l'intérieur de la courbe. I)onc, etc. 
Par suite : Quand trois droites sont conjuguées, deux 
à deuXf il y en a toujours deux qui rencontrent la courbe 
et une qid ne la rencontre pas. 

H5. Si par deux points B, C (fig- 54) conjugués par 
rappoît à une conique y on mène deux droites qui se cou* 
pent en un point ql de la courbe : la corde bc, que ces 
droites interceptent dans Ui conique, passe par le pôle 
A de la droite BC. 

En effet, les droites Ba, Ca rencontrent CA, CB,. res- 
pectivement, en 6 et y, La droite CA étant la polaire du 
point B, on a 



On 



Ba ta 

_:_ = _. (98, 3-). 



7« ^ Cfl 

fc Ce 



Les deux systèmes de quatre points a, 6, &,;B et a, C, c, y, 
situés sur les deux droites aB, aC^ ont donc le même rap- 
port anharmonique; et comme le point a, intersection des 
deux droites, est commun aux deux systèmes, il s'ensuit que 
les trois droites ic, C6 et B/ passent par im aiérae point 
(G. 4$., 38) ; c'est-à-dire que la corde bc passe par le point 
A. Ce' qu'il fallait prouver. 

H 6. Si par les points de rencontre b, c, [Jig* 55) 
d'une tangente à une cotiique et de deux droites conju- 
guées AB, AC, on mène deux autres tangentes : le point 
de concours a de celles-ci sera sur la polaire du point A. 

En effet, le point B étant le pôle de la droite AC, les deux 
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taDgëntes ca^ ch sont conjuguées harmoniques par rapport 
aux deux droites c A, cB (100). Ce qu*on exprime en écri- 
vant 

(cB, rA, ca^ c^) = — i. 

Pareillement 

{^B, àC, ba, ôc) = — I. 

Ainsi les deux faisceaux de quatre droites ont le même 
rapport auharmonique. Mais ils ont un rayon commun bc\ 
donc les points d'intersection des trois autres rayons du 
premier par les rayons homologues du second sont en ligne 
drdite (G. S, y 43), C'est-à-dire que le point a est situe 
sur là droite BC. Ce qu'il fallait prouver. 

§ IIL — Propriété des polaires de quatre points situés 
en ligne droite, 

.117. Lorsque quatre points sont en ligne droite, leurs 
polaires foiment un faisceau de quatre dtvites dont le 
rapport anharmonique est égal à celui des quatre points. 

En effet, soient a, bj c, r/, les quatre points situés en ligne 
droite^ les polaires respectives passent par le pôle de cette 
droite (i02), et I4 rencontrent en quatre points a\ V^ c\ 
d\ qui sont les conjugués des quatre a, bj c, d (103). Le 
l'apport anharmonique des quatre premiers points est donc 
égala celui des quatre derniers (106). Mais celui-ci est égal 
à celui des quatre polaires, puisque ces droites passent par 
un même point* Donc, etc» 

Ce théorème sera d'une bien grande utilité. 

§ IV. — Quadrilatère inscrit à une conique. 

118, Dans un quadrilatère inscrit à une conique, le 
point dé rencontre des deux diagonales est le pôle de 
^ droite qui joint les points de concours des côtés opposés. 
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Car pour déterminer la polaire du point G (Jig* 56), 
intersection des deux diagonales du quadrilatère ABCD, il 
faut mener par ce point deux transversales telles que AC ei 
BD, etc. (98). 

On peut dire aussi que : Le point de concours de deux 
côtés opposés est le pôle de la droite qui joint le point de 
concours des deux autres côtés, au point de rencontre des 
deux diagonales* 

Car il est évident, d'après la même construction, que la 
droite PG est la polaire du point E. 

119. Il résulte de là que : Les points de concours des 
côtés opposés et le point de rencontre des deux diagonales 
de tout quadrilatère inscrit forment un système de trois 
points conjugués (112). 

120. Dans un quadrilatère inscrit à une conique, les 
points de concours des tangentes menées paf* les sommets 
opposés sont sur la droite qui joint les points de concours 
des côtés opposés, et ils dii^isent cette droite harmonique'" 
ment. 

En effet, soit ABCD (Jig. 5y) le quadrilatère^ Les points 
de concours /, t^ des tangentes àbx sommets opposés sont, de 
même que les points de concours E, F des côtés opposés, 
sur la polaire du point d'intersection G des deux diago- 
nales (98). 

Les deux points /, t^ divisent harmoniquement le sè- 
ment EF. Car le point de concours ;? des tangentes çn A et 
en D est sur la droite FG, parce que cette droite est la po- 
laire du point E (118). Il en est de même du point de concours 
q des tangentes en B et en C. Dès lors la diagonale pq du 
quadrilatère prqs formé par les quatre tangentes passe par 
le point F^ et pareillement l'autre diagonale passe par le 
point E. Mai« ces deux diagonales divisent harmonique- 
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ment la droite qui joint les points de concours /, t' du qua- 
drilatère (G. &, 341). Donc, etc. 

121 . II résulte dé la démonstration précédente qu'on peut 
donner au théorème cet énoncé plus complet : 

Quand un quadrilatère inscrit à une conique a pour 
sommets consécutifs les points de contact consécutifs d*un 
quadrilatère circonscrit : 

1^ Les diagonales des deux quadrilatères passent par 
un même point et forment un faisceau harmonique ; 

2® Les points de concours des côtés opposés des deux 
quadrilatères sont en ligne droite et en rapport harmo^ 
nique; 

3® Les diagonales du quadrilatère circonscrit passent 
par les points de concours des côtés opposés du quadrila- 
tère inscrit-, 

122. Quand un quadrilatère est inscrit à une conique, 
si d'un point de la droite qui joint les points de concours 
des côtés opposés on mène deux tangentes à la courbe et 
deux couples de droites aux sommets opposés du qua- 
drilatère T ces six droites sont en immolation . 

Soit ABCD (fig. 58) le quadrilatère \ E, F les points de 
concours des côtés opposés; G le poiut de renconire des 
deux diagonales. Les tangente^ menées par un point I de la 
droite EF sont conjuguées harmoniques par rapport auxdeux 
droites lE, IG, parce que celles-ci sont conjuguées par rap- 
port à la conique (119). Mais les deux droites lÂ, IC, ainsi 
que les deux IB, H) sont conjuguées harmoniques par rap- 
port aux deux mêmes IF, IG, parce que ces deux-ci divi- 
sent harmoniquement les diagonales AC, BD [G.S.^ 341 ). 
Donc les trois couples de droites menées par le point I sont 
en involution. Ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Quand un quadrilatère est inscrit à une 
conique^ si d'un point de la droite qui joint les points de 
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concours des côtés opposés, on mène deux tangentes à la 
courbe^ ces droites seront tangentes à une conique ins- 
crite dans le quadrilatère. 

Celle proposition est une conséquence évidente du théo- 
rème actuel en vertu du théorème (27). 

Quadrilatère circonscrit. 

123. Quand un, quadrilatère est circonscrit à une coni- 
que, la droite qui joint les points de concours des côtés 
opposés est la polaire du point de rencontre des deux 
diagonales. 

Cela résulte de la seconde partie du théorème (100). 

Pareillement : Une diagonale BD (fig- 5g) est la polaire 
du point dé rencontre de Vautre diagonale AC et de la 
droite EF qui joint les points de concours des côtés oppo^ 
ses. 

Car on peut considérer les deux droites AC, EF comme 
les diagonales du quadrilatère AFCE, dont les poiats de 
concours des côtés opposés sont B et D : et, d'aprjès Ténoncé 
précédent, la droite BD est la polaire du point H. 

124. IL suit de là que : Les deux diagonales et la droite 
qui joint les points de concours des côtés opposés forment 
un triangle GHK dans lequel chaque sommet a pour po- 
laire le côté opposé^ et, par conséquent, ces trois droites 
sont conjuguées deux à deux (H3). 

125. Ainsi les points K, H (fig- $9) 'sont les pôles des 
deux diagonales AC, BD. Les points F, E sont aussi les 
pôles des deux cordes de contact ac, db. Ces droites passent 
pai* le même point que les deux diagpnales (73). Le rap- 
port anliaimonique des quatre droites est donc égal à celai 

Tfûûtm poînls K, H, F, E ( 1 17). Or celui-ci est ^al à 
àm Ipi deux diagonal es -d'un quadrilatère divi- 
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sent harmoniquement la droite qui joint les points de con- 
cours des côtes opposés. Le rapport anharmonique des quatre 
droites AC, BD, oc; bd est donc aussi égal à — i . C'est-à- 
dire, que oc, bd sont conjuguées harmoniques par rappOTt 
à AC, BD. Donc : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à une coniçue, 
les droites qui joignent les points de contact des côtés 
opposés passent par le point de rencontre dés deux dia- 
gonales et sont conjuguées harmoniques par rapport à ces 
deux droites. 

126. Quand un quadrilatère est circonscrit à une co^ 
nique, une transversale menée par le point d'intersec^ 
îion des deux diagonales rencontre les côtés opposés et 
ta courbe en trois couples de points en inuolution. 

Soient ABCD (^g. 60) le quadrilatère; G le point d'in- 
terseclîon des deux diagonales; â, c; ft, d el e, y*les trois 
couples de points que Ton considère, sur la "transversale ; et 
G'ie point où cette droite rencontre EF qui joint les points 
de concours des côtés opposés. Les deux points G, G' divi- 
sent harmoniquement le segment e/", parce que la droite 
EF est la polaire du point G (124 et 98, 3°). Ils divisent 
aussi harmoniquement chacun des deux segments ac^ bd, 
parce que les' deux droites FG, FG' sont conjuguées har- 
moniques par rapport aux deux côtés A6, CD qui concou- 
rent en F (G. S., 346). Donc les trois couples de points 
e,y; a, c] bj d sont «n involution. c. q. f. d. 

Corollaire. — On conclut de là, en vertu du théorème 
de Desargues (20), que : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique, 
par deux points de cette courbe en ligne dtvite ai^ec le 
point d'intersection des deux diagonales, on peut mener 
«ne conique circonscrite au quadrilatère. 
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Quadrilatère inscrit ou circonscrit imaginaire. 

127. Il est essentiel de bien saisir ce qn^on doit enten- 
dre par un çua/trilatère imaginaire, inscrit ou circonscrit 
à une conique. Voici deux questions qui conduisent natu- 
rellement aux idées qu'on doit s*en faire, ^lorsque les qua- 
drilatères qu^elles exigent, viennent à disparaître. 

L'idée du quadrilatère inscrit imaginaire s'introduit 
dans la solution de la question suivante : 

On donne deux droites que Von considère comme les 
diagonales d^itn quadiHatère inscrit dans une coniçue, et 
l'on demande de trouv^er les points de concours des côtés 
opposés du quadrilatère y et de mener ces côtés y sans se 
servir des points de rencontiv de la conique par les deux 
diagonales. 

Les points chercliés sont sur la polaire du point de ren- 
contre des deux diagonales (118), et divisent karmonique- 
ment deux segments faits sur cette droite : le premier 
par les deux diagonales (G. «S., 341); le -second par la 
conique, puisque les deux points sont conjugués par rap* 
port a cette courbe (119). On saura donc construire les deux 
points chercbés (G. 4$., 272). 

Ensuite on construira les deux cotés du quadrilatère qui 
se croisent en un de ces points S^ par cette considération, 
qu'une transversale quelconque rencontre la courbe, les 
deux diagonales, et les deux cotés en trois couples de points 
a, a'; i, b' et c, c' en iuvolution (20). De sorte que les 
deux droites cherchées S c^ S c^ sont en iuvolution avec les 
deux couples de droites Sci, Sa' et Sfr,.SC Menanl une 
autre transversale, on aura deux autres couples de d|coil0fc-i 
avec lesquelles Se, Se' seront de même en inVQhif 
lors ces deux droites sont déterminées iGf^^ 

128. Quand le» 
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conique en quatre points réels, il existe un quadrilatère 
inscrit dont ces droites sont les diagonales; et les deux 
points de concours des côtés opposés sont réels. 

Quand une seule des deux droites rencontre la courbe, 
les deux poibts cherchés sont imaginaires. EfTectivement 
les deux segments qu'ils doivent diviser harmoniquement, 
empiètent Tuu sur Tautrc. Pour s'en convaihcre, il suffit 
d'observer que le point de rencontre des deux droites don- 
nées est dans ce cas au dehors de la courbe. La polaire de 
ce points sur laquelle sont les deux segments, coupe la 
courbe en deux points jéels a^ a\ et les deux droites don- 
nées en deux points £, b\ dont un est dans l'intérieur de la 
courbe, et conséquemment situé entre les deux points 
a, a', et l'autre au dehors de la courbe, sur le prolonge- 
ment du segment aa\ 

Alors il n'existe pas de quadrilatère inscrit*, et Ton dit 
c]uc le quadrilatère est imaginaire. 

Quand aucune des deux droites ne rencontre la conique,. 
le quadrilatère est encore imaginaire. Mais les deux points 
<:herchés> qui, dans le cas du quadrilatère réel, sont les 
points de coqcours de ses côtés opposés, restent, encore 
j'ée/s : parce que les deux segments qu'ils doivent diviser 
harmoniquement sont complètement séparés, ou bien l'un 
est entièrenieni compris sur l'autre. Ce dont on se rend 
compte sans diâ^ulté. 

129. Les deux droites que l'on regarde comme les diago- 
nales d'un quadrilatère inscrit à une conique peuvent être 
imaginaires. La droite sur laquelle se trouvent les deux 
points de concours des côtés opposés est toujours» réelle, 
puisque c'est la polaire du point d'intersection lies deux 
droites imaginaires, lequel est réel. Lès deux points de 
concours, sont aussi toujours réels, jiarce qu'ils divisent 
harmoniquement deux segments doiit un est imagîndire, 
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celui qui est formé par les deux diagonales. Le quadrilatère 
est imaginaire ) mais nous Terrons plus tard (chap. XHI) 
quMl a toujours deux côtés opposés de directions réelle. 

130. L'idée d*un quadrilatère imaginaire circonscris se 
présente dans la solution de ce problème. 

Étant donnés deux points pris pour points de concours 
des côtés opposés d^un quadrilatère circonscrit à une co- 
nique, on demande de construire les diagonales et les 
sommets du quadrilatère, sans mener les tangentes à la 
conique par les deux points donnés. 

Appelons E, F les deux points de concours donnés; 
G le pôle de la droite EF : les deux diagonales cherchées 
passent par ce point (121). De plus elles sont conjuguées 
harmoniques par rapport aux deux droites GE, ûF(G. S., 
346) ; et elles sont conjuguées par rapport à la conique 
(122), et dès lors conjuguées harmoniques par rapport aux 
deux tangentes menées par le point G. D'après cela les 
deux diagonales sont déterminées. ~ 

On construira les deux sommets du quadrilatère situés 
sur une diagonale L, en considérant que si d*un point P 
pris arbitrairement on mène des .tangentes à la conique et 
des droites aux deux points E, F et aux deux sommets cher- 
chés, ces six droites seront en iiivolution (27), et par con- 
séquent rencontreront la diagonale L en six points en' invo- 
lution. Les deux derniers de ces points sont les deux 
fiCHumets cherchés. Ces deux points font donc partie d'une 
involution dont on connaît deux couples de points conju- 
gués. Pour un autre point P' on aura deux autres couples 
4le points déterminant une seconde inyolution dont les^deax 
peint« cherchés feront encore partie. Ces deux points sont 
donc déterminés (G. (S. ^ 271). 

Ainsi le problème est résolu. 

131 . Quaiïd les deux poinis don 
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de la conique, les deux diagonales construites sont réelles, 
et il existe un quadrilatère circonscrit pour lequel ces 
point» sont les points de concours des côtés opposés. 

Quand un seul des deux points est au dehors de la courbe, 
et l'autre dans son intérieur, les deux diagonales cherchées 
sont imaginaires, parce que les deux angles qu'elles doivent 
diviser harmonîquement empiètent l'un sur Tautre. Par 
conséquent, il n'y a pas de quadrilatère circonscrit k la 
conique. On dit alors que le quadrilatère circonscrit de- 
mandé est imaginaire. 

Quand les deux points donnés sont intérieurs à la coni- 
que, le quadrilatère circonscrit est encore imaginaire : mais 
ses deiix diagonales sont réelles^ parce que les deux sys- 
tèmes de droites par rapport auxquelles elles doivent être 
conjuguées harmoniques forment deux angles réels dont 
l'un EGF est entièrement compris sur l'autre. 

Ainsi un qi^adrilatère circonscrit aune conique peut être 
imaginaire, et avoir néanmoins certaines parties réelles; 
savoir, les deux diagonales et les points de concours des 
côtés opposés. 

Au lieu de regarder les deux points donnés comme les 
points de concours des côtés opposés du quadrilatère de- 
mandé, on peut les considérer comme deux sommets oppo- 
sés sur une diagonale connue. Alors la construction reste 
la même : on détermine la secondé diagonale et la droite 
qui joint les points de concours des côtés opposés; puis, 
sur ces deux droites, les deux autres sommets du quadrila- 
tère et les deux points de concours des côtés opposés. 

132. Enfin, les deux points donnés peuvent ^ite imagi- 
naires; le point de concours des deux diagonales est toujours 
réel, puisque c*est le pôle de la droite sur laquelle sont les 
deux points imaginaires. Les deux diagonales sont elles- 
mêmes toujours réelles, parce qu'elles divisent harmoni- 
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quement le segment imaginaire formé par les deux points 
donnés (*). Nous verrons plus urd (chap. XIV) que dans ce 
cas deux sommets opposés du quadrilatère sont toujours 
réels, et les deux autres évidemment imaginaires. 

§ y .-r^ Quadrilatère, et Triangle, dans le plan d'aune 
conique, 

133. Si, sur les deux diagonales et la droite qui joint 
les points de concours des côtés opposés d^un quadrilatère, 
on prend trois couples de points qui dii^isent harmonique- 
ment les trois droites ^ ces six points seront sur une conique. 

En effet, soit ABCD (^g, 6i) le quadrilatère; E, F les 
points de concours des côtés opposés; et m^m'] n,n'] p^ p' 
les trois couples de points qui divisent harmoniquement la 
droite EF et les deux diagonales BD, ÂC. Soient de plus 
G, H, I les points d^ntersection des trois droites. Les deux 
points J7I, mMi visent harmoniquement le segment EF ; ainsi 
quie les deux points H, I. Par conséquent, les deux seg- 
mets m/7i'^ lil déterminent une involution dont les deux 
points doubles sont E et F. On a donc 



\m ,\m' J^' 



On a de même sur les deux diagonales 

G/i . On' _ Gd' Ip.lp' ÎC^ 

Et multipliant membre à membre 

H/yi.Bm^ Gn.Gn* IpAp' _BE Gp' ïc' 
Im.I/w' * H«.H/i'* G/?. G/"" J^' ' gg' GC^ 

( *^ Deux points conjugués harmoniques par mpport à deux points ima- 
ginaires sont toujours réels (G. <5., 77). 
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Le second membre est égal à F uni té, parce que les trois 
points E, D, C sont en ligne droite. Donc le premier mem- 
bre est aussi égal à Tunité. Donc les six points m, ///, /i, v!y 
p, /7'soQt sur une conique (23). Ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Il suit de ce théorème que si une conù/iw 
dwise harmoniquement les deux diagonales d'un quadri^ 
latère, elle divise aussi harmoniquement la droite qui joint 
les points de concours des côtés opposés. 

En d'autres termes : 

Si les deux couples de sommets opposés d^un quadrila- 
tère sont conjugués par rappoit à une conique y les deux 
points de concours des côtés opposés sont aussi deux points 
conjugués (*). 

134. Si par chaque point de concours, soit de deux 
celés opposés d^un quadrilatère y soit des deux diagonales^ 
on mène [deux droites conjuguées harmoniques par rap- 
port aux deux côtés, ou aux deux diagonales, les trois 
couples de droites ainsi déterminées sont tangentes à une 
conique. 

Sohahcd(fig. 62) le quadrilatère; E, F, G les points 
de concours des côtés opposés et des diagonales; Ee, Ee'; 
F/, F/*', et Gg', G g' les couples de droites menées par ces 
trois points, comme il est prescrit par l'énoncé du théorème. 

Les deux droites EG, EF sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux deux côtés Ka, £c (G. «S., 346), ainsi 
que les deux droites Ee, Ee'. Conséquemment Ea, Ec sont 
les rayons doubles de Tinvolution déterminée par les 
deux couples de droites EF, EG, et Ee, Ee' (G. S., 244). 



{*)lCe théorème et le suivant sont dus k M. G. Hesse, qui les a démon- 
trés, différemment, dans son Mémoire intitulé : De Curvis et Superfieiehut 
tfcundi ordinis, (Voir le Journal de Maihématitfues de Crelle^ t. XX, p. 3oi, 

année; 1840.) 
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On a donc rt'quatioii ' 

sinGK^.sinOEf/ _ sin^GEtf 
sinFEc'.sinFEc-' ~~sin^FE«' 

Et pareillement 

sin EF/.sin EF/^ _ sin^ EF a 
MnGF/.sinGF/' ~" sin» GF/i ' 
sinFGif.sinFG/?^ __ sin» FG/i 
sinEGg' sinEGg^' " sin»EG«' 

Multipliant membre à membre, on obtient une équationdoi^ i- 
lesecond membre est égal à l'unité, parce queles troisdroit^s s 
Ea, Fa, G a qui partent des trois sommets du triangle EFdli 
passent par un même point a [G.S.n 357) ; et Téquation re^— 
sultante exprime que les trois couples de droites Ee, Ee*^^ = 
Fyi Ff et Gg^ G g', qui partent des trois sommets <■— »^ 
triangle EFG, sont tangentes à une conique (29), 

Ainsi le théorème est démontré. 

Corollaire. — Il résulte de là que si les, deux couples < 
côtés opposés d'un quadiilatère sont conjugués par ra^ 
pott à une conique, les deux diagonales sont aussi conj -^-^ 
guces par rappoit à la conique. 

135. Un tiiangle étant tracé dans le plan d'une cor"^ ^' 
que, les droites qui joignent les sommets aux pôles c^^^-^ 
côtés opposés passent par un même point ^ 

Et les côtés du triangle rencontrent les polaires cf^^-^ 
sommets opposés en trois points situés en ligne droite. ' 

Soit ABC {^g. 63) le triangle, et a, ft, c les pôles d^^ 
côtés BC, CA, AB. Soient ql, ê, y les points dans lesqii.^'^ 
ces côtés rencontrent respectivement les côtés te, ca, ab dv. 
triangle abc. 

Prouvons d'abord que ces trois points sont en ligi^^' 
droite : et pour cela considérons le quadrilatère abaS, 3-^ 
point de concours des deux côtés opposés a 6, ba est I^ 
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poinic; appelons 7' celui des deux autres côtes ab^ «6. Il 
faut oiontrer que ce point y' n'^est autre que 7. Or la polaire 
du sommet a, qui est la droite BC, passe par le sommet a; 
par conséquent « et a soiil deux points conjugués par rap- 
port à la conique 5 et de même les deux autres sommets b 
et 0. Donc les deux points de concours des côtés opposés, c 
et /, sont aussi deux points conjugués ( i33, CorolL), Donc 
ie point y est si tué sur la droite AB, polaire du point c. Donc 
y'n'est autre que y. Ce qu'il fallait démontrer. 
Prouvons maintenant que les trois droites A a, B/;, Ce, 
• concourent en un même point. Soit o le point de concours 
des deux premières Art, Bb. Considérons le quadrilatère 
-ACBo. Le côté BC a son pôle a sur le côté opposé Ao : con- 
séquemment les deux côtés sont conjugués par rapport à la 
<îOnîque (107) ; et de même les deux autres côtés AC et oB. 
Il s'ensuit que les deux diagonales AB et Co sont aussi con- 
juguées (134, CorolL). Conséquemment la secondeCo passe 
parle pôle c de la première. Ainsi le sommet c est sur la 
^''oiteCo; c'est-à-dire que la droite Ce passe par le point de 
concours des deux droites A^, îîi. Ce qu'il fallait prou- 
ver. 

S VI. — Propriétés relatwes aux cordes d 'une conique ^ 
qui passent par un même point» 

136. Notions préliminaires. — Si quatre couples de points 
**** ligne droite sont en involution, les conjugués harmoniques 
^*Un point de la droite, pris à volonté y relatifs aux quatre coupfe$ 
^ points, ont toujours le même rapport anharmonique^ quel quç 
^oie ce point, 

£n effet, soient m, m' deux points conjugués de rinvolution à 
'^quelle appartiennent les quatre couples donnés, et P un point 
^ï^bitraire. L'involution s'exprime par l'équation 

P/w . P/w' -j- > . (P /'î -h P w' ) -I- V =r o, 
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ouy «n appelant fx le milieu du segment mm'y 

Pw.P/w'+2>.Pft-hv = o (G. 5.,2M); 

> et V étant deux constantes. 

Soit/7 le conjugué harmonique de P par rapport aux deux 
points niy m'; on a 

Vm.Vm'= Pp.Vfi (G. S., 70). 

L'équation précédente devient donc 

P/>.P^ + aX.Ppi -f-v = o. 

Celle-ci exprime que les points p et /a relatifs à chaque segment 
mm' de Tinvolution forment deux divisions horoographiques 
(G. S. y 151). Quatre points/? ont donc le même rapport anhar- 
monique que les quatre points fA. Mais ces quatre points fji sont 
les milieux des quatre segments que l'on considère : ils sont donc 
indépendants du point P, ainsi que leur rapport anharmonique. 
Le théorème est donc démontré. 

137. Quand les côtés de quatre angles ^ de même sommet^ sont 
en involutiony les polaires d'un point relatives aux quatre angles 
ont un rapport anharmoniq\ie constant, quel que soit ce point. 

Nous appelons polaire d'un point relative à un angle la droite 
conjuguée harmonique de celle qui joint le point au soinmet de 
de l'angle, par rapport aux deux côtés de Tangle. C'est effective- 
ment la polaire de ce point, en regardant ces deux côtés comme 
une section conique (31). 

D'après cela, la proposition résulte de la précédente ; car une 
transversale menée par le point donné P coupera les côtés des angles 
en quatre couples de points en involution, et les polaires du point 1 
en quatre points qui seront les conjugues harmoniques de P rela- 
tivement aux quatre couples de points. Mais ces quatre points sw. 
les polaires ont un rapport anharmonique constant^ quel que soi 
le point P de la transversale : donc le rapport anharmonique d« 
quatre polaires, égal à celui des points, est aussi constant. CI 
qu'il fallait prouver. 
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138. Mous .appellerons rapport anharmonique de quatre seg- 
ments en involulion le rapport anharmonique de quatre points 
conjugués harmoniques d'un point fixe relativement aux deux 
extrémités de chacun des quatre segments. 

Pareillement, lorsque les «ôtés de quatre angles, de même 
sommet, sont en involution, nous appellerons rapport anhar^ 
monique des quatre angles, ou des quatre couples de droites qui 
forment leurs côtés, le rapport anharmonique des polaires d'un 
point ûxe refatives aux côtés des quatre angles respective- 
ment. 

Quand des segments en involution correspondent à des points 
situés en Kgne droite, de manière que le rapport anharmonique 
<le quatre segments soit égal à celui des quatre points correspon- 
dants, nous dirons que les segments et les points se correspon- 
dent anharmoniquemeht. 

De même, quand des angles en involution correspondent à des 
droites partant toutes d'un point unique, de manière que le rap- 
port anharmonique de quatre angles soit égal à celui des quatre 
droites correspondantes, nous dirons que les angles et les droites 
^correspondent anharmoniquement ; ou bien encore que les cou- 
ples de droites qui forment les côtés des angles correspondent 
'^'^harmoniquement aux droites simples. 

Ces notions vont recevoir une application immédiate et seront 
^uvent utiles dans la suite. 

139. Quand plusieurs cordes d'une conique passent 
P^f" un même points les couples de droites menées d'un 
Point de la cotirbe aux extrémités de chaque corde, sont 
^^ involution et correspondent anhaimoniquement aux 
bordes. 

Soient aa'^ bb\ ce',. . . {^g» 64)5 les cordes qui passent 
P*r un même point p, et m un point quelconque de la 
^^Urbe ; il faut prouver d'abord que trois couples de droites 
'^'aj.ma'j mè, mi'; mc^ me' sont en involution. 

Menons la droite p m qui rencontre la conique en un se- 
^^i^d point m'. Les droites ma, mi, me, ma* rencontrent 
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respectivement les droites m'a', m'b\ m'c\ m' a en quatre 
points situés sur la polaire du point p (98, i°). Donc 

;// (/7, /;, r, fl') = /;/ («', b\ c\ a). 
Mais 

/;/ {a\ L', c\ o) = m [a', h', c\ a) (4). 
Donc 

m [a, bf c, a')= m (a', //, c'y a) : 

ce qui établit que les trois couples de droites wa, ma^ ; 
m&, mfe'5 wc, me' sont en îiivolulion (G, *S., 243). 

Il reste à prouver que le rapport anharmonique des 
quatre angles ama\ bmb\. . . est égal à celui des quatre 
droites aa\bb\.., qu'ils sous-tendent. Le rapport anhar- 
monique des angles est celui des polaires d'un point quel- 
conque, par exemple du point p, relatives aux angles (138). 
Ces polaires sont les droites ma,mS^. , . qui passent par les 
points a, 6, . . . conjugués harmoniques du point p relative- 
ment aux couples de points^ a, a'; i, i'^ Ces polaires 

ont leur rapport anharmonique égal à celui des points 
a, 65. . ., lequel est égal h celui des cordes aa', ii', • . /. 
Donc, les couples de droites ma, ma'-, mi, mi'-,. . . corres- 
pondent anharmoniquement aux cordes paa', pbb\. . . . 

Ainsi le théorème est démontré. 

Réciproquement : Quand des angles qui ont leur soin- 
Jiiet commun en un point d *une conique sont en in^oïu- 
tion, les cordes qu'ils interceptent dans la courbe pas* 
sent par un même point, * 

Cela résulte sans difficulté de la proposition directe. 

Corollaire. — Les droites menées du point m aux 
points de contact des tangentes qui passent par le pohit p, 
sont les rayons doubles de Tin volution formée par les couples 
de droites ma, ma' :^ mb^ mb' -^ .... Il résulte de là cet 
énoncé : 

Lorsqu'un angle est circonscrit à une conique, si par 
son sommet on mène une transversale qui coupe la courbe 
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en deux points j, les droites menées d 'un point quelconque. 
de la courbe à ces points sont conjuguées harmoniques^ 
par rappoH aux droites menées du même point aux. 
points de contact des deux côtés de l'angle. 

140. Exemples. — I. Si autour d'unpoint d'une co- 
nique, comme sommet, on fait tourner un angle droit, 
la corde que ses côtés interceptent dans la courbe passe 
toujours par un même point. 

En effet, les deux côtés deTangle décrivent deux faisceaux 
en mvolution {G. aS., 246). 

U. Si pur un point d'une conique on mène deux 
droites quelconques également inclinées sur un axefixe^ 
l<i corde comprise dans la conique entre ces deux dix>ites 
, passe par un point, fixe. 

Caries deux droites sont conjuguées Iiarmouiques par 
''apport à la droite fixe et à une perpendiculaire à cette 
^oite. Donc elles décrivent deux faisceaux en involution 
fG.5.,247). Donc, etc. 

141. Si dans le théorème (139) on suppose que la troi- 

Pleine corde ce' s'approche infiniment près du point m, et 

f^sse, à lâiimite, par ce point, la droite mcf deviendra mp^ 

^^ nie deviendra la tangente à la conique au point m\ il en 

*^sulte ce théorème : 

Si par un point d 'une conique on mène des droites aux 
^^trémités de deux cordes de la courbe, une droite au 
^^int de rencontre de ces deux cordes, et la tangente à la 
^^iirbe : ces six droites seront en involution. 

En d'autres terme» : 

K^uand un quadrilatère est inscnt dans une conique^ 
"** par un point de la courbe on mène deux couples de 
^'oites à ses sommets opposés, la tangente en ce point 
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et la droite qui aboutit au point de rencontre des deux 

diagonales : ces six droites seront en im^olution. 

142. De là résulte une solution de ce problème : 
Étant donnés cinq points d'une conique, mener la tan^ 

gente en l'un de ces points. 

Solution assez remarquable, en ce qu^elle subsiste dans 
le cas où les quatre points de la conique, autres que celui 
auquel on veut mener la tangente, sont imaginaires. 

143. Quand des cordes d'une conique passent par un 
point p, les couples de droites menées d'un point quel- 
conque I pris sur la polaire du point p, aux extrémités 
de ces cordes, sont en im^olution. 

Les droites menées du point I aux extrémités de chaque 
corde sont conjuguées harmoniques par rapport à deux 
droites fixes, savoir la polaire du .point p et la droite Ip. 
Donc, etc. 

144. Si autour d'un point p on fait tourner une trans- 
i^ersale qui rencontre une conique en deux points^ la 
somme algébrique des distances de ces points à une droite 

fixe M, divisées respecti\>ement par les distances des mêmes 
points à la polaire du point fixe, est une quantité con^ 
s tante. 

En effet, soit m (fig. 65) le point où la transversale 
paa' rencontre la droite M, et p' celui où elle rencontre la 
polaire du point p ; on a 

. ^P=:*---- + '4f;(G.5.,63). 

pp p'a p'a'^ 

Les trois segments mp, ma^ ma' sont proportionnels aux 
distances p(^^ aq^ a' q' des points p, a, a' à la droite M. 
Semblablement, les segments p'p, p' a^ p' a' sont propor- 
tionnels aux distances pP, aps^ a' p' des mêmes points p, 
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^9* a' à la polaire du poiut /9, sur laquelle est le point p'. 
Li^ équation ci -dessus donne donc celle-ci : 

aq a! q' p Q 

-i 4- -7^ = 2 . 1-^ = const., 

ap a p' p P 

ce qui démontre le théorème. 

CoftOLLAiBE. — Si la droite fixe est à l'infini, les per* 
pendiculaires aq^ a' q\ pQ deviennent infinies et dispa- 

x*aisseiit de Téquation, parce que les rapports -^» — ^- 

soQi égaux à Tunité; et il reste 

I I 

1 — >— ; = const. 

ap a p 

C'est-à-dire que : La somme des valeurs im^erses des 
^^s tances des deux points a, a' à la polaire du point p est 
^o ratante. 

Il s'agit de la somme algébrique, de même que dans 
'é:i=ioncé du théorème; les distances des points a^a' à la 
polaire du point p ayant le même signe quand les perpen- 
"^^^iulaires qui les mesurent ont la même direction, et des 
^■"Sues différents dans le cas contraire. . 

/ 
j ^n. — Propriétés relatives à des angles circonscrits à 
une conique, dont les sommets sont en ligne droite. 

14f5. Quand des angles circonscrits à une conique ont 

^^^ ^urs sommets en ligne droite, les segments qu'ils inter- 

^^^^jftent sur une tangente quelconque à la courbe sont en 

^^'^ solution et correspondent anharmoniquement aux somr- 

^^^^^-ets des angles. 

En effet, soient A, B, . . • ( fig. 66) les sommets des angles 

^ tués sur une droite L \ aa\ bb'^ ... les segments inter- 

*^^ptés par ces angles sur une tangente M. Que par le point 

^^^iotersection de cette tangente et de la droite L on mène 



V 
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une seconde tangente M' qui rencontre les côtés des angles 

en des couples de points a, a' 5. S, ê'; ... . 

Les deux angles A et (M, M') étant circonscrits à la 
conique, les diagonales a a', cl a^ dû quadrilatère formé 
par leurs côtés passent par le pôle de la droite L (100, 2**). 
Il en est de même des droites 1 6', 6i' et des droiteç c 7', yc'. 
Puisque ces droites passent par un même point, il s'ensuit 
que 

(ur, h, c, û') = (a', 6', 7', a). 
Mais 

(a', 6', /,«)=:(«', ^',c',«) (5). 

Donc 

(fl, h, c, a')={a\ b',c\ a). 

Donc les trois segments «a', bb'^ ce' sont en involution 
(G. 5., 182). 

Il reste à prouver que le rapport anharmonique de quatre 
segments aa'^ bb\ .... est égal à celui des quatre points 
A, B, .... Or le rapport anharmonique des quatre segments 
est celui des quatre points conjugués harmoniques d'un 
même point de la tangente M relatifs k ces segments (138). 
Prenons le point P,*întei'section de M et de la droite L; les 
conjugués harmoniques sont sur les polaires de ce point re- 
latives aux quatre angles; et ces polaires passant par un 
même point (pôle de la droite L relatif à la conique), leur 
rapport anharmonique est égal 9 celui des sommets A^ 
B, . . . des angles. 

Le théorème est donc démontré. 

Réciproquement ; Quand des angles circonscrits à une 
conique interceptent sur une tangente à la courbe de^ 
segments en in^olution, ces angles ont leurs sommëf^-^ 
en ligne drçite. 

Cela résulte immédiatement du théorème. 

Corollaire. — Si la droite L rencontre la conique cr ■ 
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deux poinls, les tangentes en ces points marqueront sur la 
taugcDte M les points doubles de Tinvolution. 11 s'ensuit 
que: 

Quand un angle est circonscrit à une conique^ ses côtés 
elles deux tangentes menées par un point de la corde 
de contact rencontrent une autre tangente quelconque 
en deux couples de points qui sont en rapport haimo^ 
nique, 

146. Supposons que, dans le théorème (i45), un des 
angles circonscrits ait son sommet infiniment voisin du 
point P où la droite L rencontre la tangente M. Un des 
côtés de cet angle est la tangente infiniment peu difîé- 
rente de M, et rencontre cette droite en un point infini- 
ment voisin de son point de contact avec la conique. A la 
limite, où le sommet de Tangle est en P, le point de ren- 
contre coïncide avec le point de contact. 

De là résulte ce théorème : 

Quand deux angles sont circonscrits à une conique, 
fei segments qu'ils interceptent sur une tangente à la 
courbe, et le segment compris sur cette tangente entre son 
point de contact et la droite qui joint les sommets des 
^ux angles y sont en inv^olution. 

En d*autres termes : Quand un quadrilatère est circon^ 
^^ritàune conique y si Voji mène une tangente à la courbe, 
'^5 points ou elle rencontre les deux couples de côtés 
apposés du quadrilatère, son point de contact et le point 
^à elle rencontre la droite qui joint les points de concours 
^s côtés opposés du quadrilatère, sont six points en irn^o- 
^^ion. 

On déduira de là une construction de ce problème ; 

Une conique doit être tangente à cinq droites données: 
^^ouver le point de contact d'une de ces droites, 

X^a construction qui résulte du théorème subsistera quand 
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les quatre droites, autres que celle dont on demande le poHit 

de contact, seront imaginaires. 

147. Quand des angles circonscrits à une parabole ont 
leurs sommets sur une même droite, leurs côtés sont pa- 
rallèles à des couples de droites en inv^olution, 

C^est-à-dire que si Ton mène par un même point des 
couples de droites parallèles aux côtes de ces angles, ces 
droites seront en involution. Cela résulte du théorème (145) 
dans lequel on prend pour la tangente M la tangente située 
à Tinfini. 

148. Quand des angles circonscrits à une conique ont 
leurs sommets sur une même droite L, leurs côtés rencon- 
trent une transi^ersale quelconque menée par le pôle de 
cette droite^ en des couples de points qui sont en im^dlu^ 
tion. 

Car les deux côtés d'un angle circonscrit à la conique 
sont conjugués harmoniques par rapport à la droite L et à 
la droite qui joint le sommet de l'angle au pôle de cette 
droite (107). Par conséquent, les deux côlés de l'angle ren- 
contrent Ik transversale en deux points qui sont conjugués 
harmoniques par rapport au pôle de la droite L et au 
point où la transversale rencontre cette droite. Donc, etc. 

149. Si de chaque point d'une droite on mène deux 
tangentes à une conique, la somme des distances de ces 
tangentes à un point fixe, divisées respectivement par les 
distances des mêmes tangentes au pôle de la droite^ est 
constante. 

En effet, soit p {fi g* 67) le pôle de la droite donnée L, 
et O le point fixe. La droite pO rencontre la droite L en 
un point p' et les deux tangentes menées par un point S 
de cette droite, en deux points a, a'. Ces quatre points p, 
p', a, a' sont conjugués harmoniques, parce que la droite L 
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est la conjuguée harmonique de la droite p S relativement 
aux deux tangentes Sa, Sa'. On a donc la relation 

^^2^ = :..^ = consL (G.5,,63). 

Or le rapport — est égal au rapport des distances de la 

tangente Sa aux deux points O et p^ et de même, — ;- est 

égal au rapport des distances de la tangente Sa à ces deux 
points. Donc, etc. 

§ Vin. — Problèmes dii^ers. 
Problèmes relatifs à deux involiUions sur une même droite. 

150. Les deux théorèmes (139) et (145) fournissent 
cbacun une solution différente du problème suivant : 

Etant données sur une même droite deux séries de seg- 
ments en invfolution, troui^er le segment commun aux 
deux in\folutions. 

Première solution. — Qu'on prenne une conique quel- 
conque (un cercle par exemple) et un point fixe sur cette 
courbe. Les droites menées de ce point aux extrémités de 
deux s^ments de la première involution intercepteront 
dans la conique deux cordes qui se couperont en un point 
P; et de même les droites menées du point fixe aux extré- 
nûtés de deux segments de la seconde involution inter- 
cepteront deux cordes qui se couperont en un point P'. 
La droite PP résout la question : les droites menées du 
point fixe aux deux points où celte droite rencontre la co- 
JÛqne interceptent sur la droite des deux involutions le 
segment qui leur est commun (139). 

Deuxième solution, — Qu'on prenne une conique quel- 
conque tangente à la droite sur laquelle sont les deux séries 
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desiegments en involution. Quepar les extrémités de deax 
segments de la première involution on mène des tangentes 
à la conique, formant deux angles circonscrits dont les 
sommets déterminent une droite L. Qu'avec deux segments 
appartenant à la deuxième involution on détermine sem- 
blablement une seconde droite L^ L'angle circonscrit à la 
conique, qui aura pour sommet le point d'intersection de 
ces deux droites, interceptera le segment cherché (145). 
Observation, — Chacune de ces deux constructions peut 
s'appliquer, comme on va le voir, à diverses autres questions. 

151 . Étant donnés sur une droite trois couples de points 
quelconques a, a'; b, b'; c, c' : on demande de trouver les 
points doubles des deux divisions homo graphiques déter- 
minées par ces trois couples de points. 

Soient e, /'ces deux points doubles*, le segment e/*appar- 
tient à deux involutions déterminées, Tune par les deux cou- . 
pies de points a, b^ et i, a', et Tautre par les deux couples 
de points a, cf et c, a' (G. *S., 2S9). Le problème se ra- 
mène donc au précédent. 

152. Étant donnés sur une droite âeux couples de 
points a, a' eï b, b', trouver les deux points e, (qui divisent 
harmoniquement les deux segments aa!^ bV, 

En d'autres termes : Étant donnés deux couples de 
points conjugués d^ une involution, trouver les deux points 
doubles de l 'involution . 

Qu'on prenne une conique quelconque, et que d'un point 
O de cette courbe, on mène les couples de droites Oâ, Oa'; 
Oi, Ob' qui intercepteront deux cordes aa^, JoS^ Parle 
point de concours de ces deux cordes on mènera deux tan- 
gentes à la conique, et par Iç point O deux droites aux 
points de contact. Ces droites marqueront sur la droite aa' 
les deux points cherchés ( 1 39, CorolL). 

153. Étant donnés sur une droite L deux couples de 
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points conjugués d*une inuolution a, a'; b, V^ et deux 
autr-es points quelconques e, f : on demande de trous^ei 
deux points conjugués de l'involutiori^ qui soient conju-' 
gués harmoniques par rapport aux deux e, f. 

On mène par les deu^ points e, f^ une conique quel- 
conque sur laquelle on prend un point O. Les couples de 
droites Oa, Oa'; Oi, OA', interceptent dans la courbe 
deux cordes ao/, 66'. On joint par une droite le point d'in- 
tersection de ces cordes et le point de concours des tan- 
gentes à la conique en e^ f. Cette droite rencontre la 
conique en deux points -, les droites menées du point O à 
ces derniers détermineront sur L les deux points chercliés 
(139 et Coro//.). 

Construction d'une conique. 

154. Construire la conique déterminée par cinq points 
dont quatre sont imaginaires . 

Désignons par a, a' et &, U les deux couples de points 
imaginaires, situés sur deux droites réelles aa'^ bV (fig. 68) 
qui se coupent en p, et soit O le cinquième point. On 
construit immédiatement la tangente à la conique en ce 
point, par le théorème (142). ' 

Qu'on détermine ensuite la polaire du point p, au moyen 
des points conjugués harmoniques de p, par rapport aux 
deux couples a, a' et fe, V (99, i**). Cette polaire rencontra la 
droite Op en un point o), qui permet de déterminer le point 
ty de la conique cherchée sur la droite Op; car O, O' 
sont conjugués harmoniques par rapport aux deax points 
«, p. 

On détermine le pôle de la droite paa\ lequel est à l'in- 
tersection a de la polaire du point p et de la polaire du 
point de rencontre d de la tangente en O et de la droite 
Pûû'. Cette polaire du point d passe par le point O, et 
psir le conjugué harmonique î du point d par rapport aux 
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deaz points donnes a, a^; elle est donc détermina. Par con- 
séquent on peut aussi déterminer le point O^ où elle ren- 
contre la conique cherchée ^ ce point est le conjugué har- 
monique du point O par rapport aux deux a et S, La droite 
d(yesl la tangente en ce point. 

Ainsi Ton connaît trois points de la conique cherchée, 
O, (y y <y et les tangentes en deux de ces points, O, (>'; 
ce qui suffit pour construire la courbe. . 

155. Construire la conique qui doit passer par quatre 
points a, b, c, d, ef dix^iser harmoniquement un segment 
donné ef. 

Les quatre points forment un quadrilatère abcd inscrit à 
la conique demandée. La droite e/" rencontre les côtés op- 
posés de ce quadrilatère en deux couples de points qui 
déterminent une involution. Les deux points de la conique 
sur cette droite seront deux points conjugués de Tinvoln- 
tion (20) ; en outre, ces points doivent être conjugués har- 
moniques par rapport aux deux e, f. On les déterminera 
donc par la. question résolue ci-dessus (153). 

Les deux points donnés e,/peuvent être imagina 

456. Observation, — Dans tous les cas, la question 
met qu'une solution; par conséquent on peut din 
quand on demande qu'une conique divise harmonique 
un segment donné ef^ cette condition équivaut à ce 
mener la courbe par un point donné. Et^effectivem' M 
le segment ef devient nul et se réduit à un point, h 5 
que cherchée passe par ce point. î 

La condition de diviser un segment ef harmoi ^ 
ment s'exprime encore en disant. que la polaire da,|) « 
doit passer par le pointai II s'ensuit que : dans la con 
tion d'une conique^ quand on d^nande qu^on poinl''fj| 
ait pour polaire une droite donnée, cela équivaut à lu 
dition de mener la courbe par doux points donnés. | 




CHAP. V. — THÉORIE DES POLES ET POLAIRES. ii3 

157. On donne quatre points a , b^ c, O, et une droite L : 
et Von demande de construire une conique y de manière que 
les trois premiers points soient conjugués relativement à 
cette courbe, et que le quatrième dei^ienne le pôle de la 
droite L. 

La droite Oa (fi g. 69) rencontre la droite bc en un point 
cl^ et la droite L en CX. Les deux couples de points a, a' et 
OjO' sont conjugués par rapport à la conique demandée. 
Par conséquent les points de celte courbe situés sur la 
droite Oa divisent harmoniquement les deux segments ila\ 
OCy, et sont dès lors déterminés (IS2). On déterminera d« 
même les points de la conique situés sur. les deux droites 
0&, Oc. On connaîtra donc six points de cette courbe, qui 
serviront a la construire complètement. 

158. Par des considérations analogues aux précédentes 
(154, 155) on résoudra les problèmes corrélatifs suivants : 

Construire une conique tangente à cinq droites dont 
quatre sont imaginaires. 

Construire une conique tangente à quatre droites, et par 
rapport à laquelle deux droites données soient conjuguées. 

Le problèpie (157) ne diffère point du problème corré^ 
Utif, . . 
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CHAPITRE YL 

DIAMÈTRES ET CENTRE D'UNE CONIQUE. - DIAMÈTRES 
CONJUGUÉS. 



§ I. — Diamèttes et centre. 

159. Dans une conigue^ dei cordes parallèleâ entre elle 
ont leurs milieux sur une même droite. 

En effet) ces poititâ milieux sont sur la polaire du pain 
situé à l'infini dans la direction commune des cordes. 

On appelle diamètre toute droite qui est le lieu des mi 
lieux d'une série de cordes parallèles entre elles. 

On peut encore dire cpi'un diamètre est la polaire d'ui 
point situé à Tinfini. 

16Q. Ze5 tangentes aux extrémités d'un diamètre son 
porallèles» 

Car elles passent par le point, situé à Tinfinip qui eat h 
pâle du diamètre. 

Réciproquement : Quand deux tangentes sont parallèles 
la corde de contact est un diamètre. 

Car le pôle de cette droite est à l'infini. 

161. Le point d^ intersection de deux diamètres a st 
polaire située à Vinfini; toute autre droite menée par ct 
point est aussi un diamètre ; et ce point est le milieu di 
chaque diamètre. 

En effet, lés deux diamètres ont leurs pôles à Tinfin 
( 160) ] donc la polaire de leur point d'intersection est i 
Tinfini. 

Donc toute droite menée par ce point a son pôle à l'in- 
fini, et conséquemment est un diamètre. 
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' Chacun de ces diamètres rencontre la polaire en un point 
situé à l'infini. Ce point est le conjugué harmonique dm 
point commun dHntersection, par rapport aux extrémités du 
diamètre; donc ce point d'intersection est le milieu du dia- 
mètre. 

162. Tous les diamètf-es passent par un même point. 
En eSSêt, tous les diamètres ont leurs pôles sur la droite 

âloée à rinfini', ils passent donc par le pôle de cette 
droite. 

163. On appelle centre d'une section conique le point 
par lequel passent tous les. diamètres de la courbe. 

C^ peol encore dire que le centre d 'une conifjue est le 
pôle de la droite située à V infini. 

Il s'endui l que les tangentes menées par le centre ont leurs 
points de contact situés a Tinfini, et sont par conséquent 
{tA asymptotes de la conique (asymptotes réelles ou imagi- 
naires). 

164. «Sï le point d"* intersection de deux cordes est 
le milieu de chacune d *^elles, ces cordes sofit des dia^ 
mètres. 

En effet, la polaire de ce point passe par les points situés 
a Imfîni sur les deux cordes, et est par conséquent à Tinfini. 
Les pôles des deux cordes, lesquels sont sur cette polaire 
(102), sont donc à Tinfîni^ et conséquemment les cordes 
sont des diamètres (160). 

165. Deux tangentes parallèles sont également éloi* 
gnées du centre de la conique, et font sur un diamètre, de 
part et d^ autre du centre, deux segments égaux. 

Car la droite de contact est un diamètre (1 M)) et pffs^ 
par le centre de la conique (163) : conséquemment les 
deux tangentes, .puisqu'elles sont parallèles, sont ég;ale- 
ment éloignées de ce point; et, par suite, elles font des seg- 

8. 
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ments égaux sur toute autre droite menée par ce point. 

Donc, etc. 

166. Par trois points on peut faire passer une conique 
qui ait son centre en un point donné. 

En effet, soient A, B, C les trois points de la courbe, et 
O le centre; qu'on prenne OA' = OA, OB' = OB-, la co- 
nique passera par les deux points A' et B' qui avec les trois 
A, B, C^ suffisent pour la décrire. Le point O serale centre 
de la courbe, puisque c*est le point d'intersection de deux 
diamètres AA', BB' (164). 

167. Dans la parabole, tous les diamètres sont paral- 
lèles entre eux, et conséquemment la courbe nù pas de 
centre. 

En effet, la parabole a un point à l'infini, et la tangente en 
ce point est la droite située à l'infini (13). La polaire d*un 
point de celte tangente, polaire qui est un diamètre (lo9), 
passe par le point de contact. Ainsi tous les diamètres de la 
parabole passent par le point de la courbe situé à Tinfini, 
et sont donc parallèles entre eux. Par suite, la- courbe n'a 
pas de centre. 

Les cordes perpendiculaires à la direction commune des 
diamètres ont leurs milieux sur un di amètre (1 59 ) . Il est clair 
que la courbe est symétrique par rapport à ce diamètre ; par 
cette raison ce diamètre est appelé Y axe de la parabole \ et 
le point où il rencontre là courbe est appelé le sommçt de 
la parabole. 

§ II. — Diamètres conjugués. 

168. On appelle diamètres conjugués deux diamètres 
tels, que le pôle de l'un se trouve sur Tautre. 

Ces pôles sont à l'infini •, il s'ensuit que chacun des deux 
diamètres est le lieu des milieux des cordes paraltèles à 
l 'autre. 
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Car toutes ces cordes, passant par un même point situé 
âl'iDfini, ont leurs milieux sur la polaire de ce point, c'est- 
à-dire sur le diamètre conjugué. 

169. La polaire d\in point pris sur un diamètre est 
parallèle au diamètre conjugué. 

Car cette polaire passe par le pôle du diamètre sur lequel 
est le point (102) •, et ce pôle, situé à l'infini (159), est sur 
le diamètre conjugué (168). La polaire est dès lors paral- 
lèle k ce diamètre conjugué. 

II suit de là que la corde menée par le point, parallèle«r 
ment à Ja polaire, a son milieu en ce point. 

170. Deux diamètres conjugués sont conjugués harmo^ 
niques par rapport aux deux tangentes à la conique menées 
par le centre (107), c'est-à-dire par rapport aiix deux 
^mptotes de la courbe (réelles ou imaginaires). . 

U suit de là que : Dans V hyperbole équilatère deux dia- 
^tres conjugués font des angles égaux avec une mçme 
^^mptote [G. S. ^80). 

171. Les tajigentes menées par les extrémités d'urt 
^iumètré sont parallèles au diamètre conjugué. 

Car leur point de rencontre situé à Finfini est le pôle dii 
^amètre, et conséquemment est situé sur le diamètre con- 
jugué. 

172. Trois systèmes de deux diamètres conjugués sont 
^^ involution. 

Cela résulte' du théorème général (108). 

173. // existe toujours un système de deux diamètres, 
^^njug^ués rectangulaires; et il nen existe quun. 

Conséquence du théorème (110). 

On appelle axes d'une conique les deux diamètres con- 
jugués rectangulaires. 
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Ces axes sont déterminés en direction quand on con- 
nait en direction deux systèmes de diamètres conjugués 

.(G.5.,24«). 

174. Les couples de diamètres, conjugués font deux 
faisceaux homo graphiques en im^lution . 

Conséquence du théorème (109). ' 
JPar conséquent : Quatre diamètres ont le même rapport 
ànharmonique que les quatre diamètres conjugués. 

175. Dans la parabole on dit que des cordes .parallèles 
sont conjuguées au diamètre sur lequel sont les milieux de 
ces coi*des. La tangente au point où le diamètre rencontre 
la parabole est évidemment parallèle aux cordés. Cela posé : 

Quatre cotdes quelconques d'une parabole ont leur 
Jonction anhcmrionique [*) égale au rapport -anharmo^ 
nique des quatre diamètres conjugués à ces cordes respec^ 
tii^ement. 

En efiet, concevons les- quatre tangentes parallèles aux 
quatre cordes : les points de contact seront sur les quatre 
diamètres conjugués. La fonction ànharmonique des quatre 
tangentes çst égale au rapport anharmbnique des points 
dans lesquels elles coupent une cinquième tangente quel- 
conque (58). Mais ce rapport ànharmonique est ^gal à celui 
des droites menées d'un point de la parabole âux quatre 
points de contact (2), et par conséquent est égal au rap- 
port ànharmonique des quatre diamètres, puisquMls passent 
par le point de la parabole situé à rîniîni. Donc, eto. 

176. Quand un angle est circonscrit à une-conique, la 
droite menée par le sommet de l'angle et le milieu de la 
corde de contact passe par le centre de la courbe-. 



(*) rsuas avons nommé {bS)foncthn ànharmonique de quatre droitei qui 
ne passent pas par un même point, la fonction de sinus qui eiplimeratt le 
rapport ànharmonique des quatre droites si elles partaient d'un poifit unique. 
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En eifet, cette droite est la polaire du point de la corde de 

conuct situé à Tinfini (99, 4^) 9 ^^nc cette droite est un 

diamètre^ et conséquemment passe par le centre de la 

courbe. 

177. Les cordes menées des extrémités d'un diamètre 
d'une conique j à un point quelconque de la courbe, sont 
parallèles à deux diamètres conjugués. 

Soient A//i, k'm {fig* 70) les deux cordes^ p^ jf leurs 
milieux, et O, milieu de AA^ le centre. Op et 0/9^ sont 
parallèles à A' in et A m respectivement. Or O/9 est le lievi 
des milieux des cordes parallèles à Qf/ \ par eons^uentO/» 
est le diamètre conjugué à OpI , Donc, etc. 

GoROLLÀiHE. — II suit de là,-d^ après le théorème (170), 
que : Dans Vhyperbole équilatère les droites menées des 
extrémités d* un diamètre à un point de la courbe font des 
angles égaux ai^ec une asjrmptote. 

178. Les cordes menées des extrémités d'un diamètre 
à un point de la conique font, à partir du centre, sur 
le diamètre conjugué deux segments dont le rectangle 
est constant et égal au carré du demi^iamètre çon-^ 
jugué. 

En effet, les deux cordes Am, A'm {Jig* 71) tournant 
autour des points A, A' extrémités du diamètre AA', ren- 
contrent le diamètre conjugué OB en des points n, ni qui 
forment deux divisions homographiques. Les points doubles 
de ces divisions sont évidemment les points de la courbe?, 
6' (réels ou imaginaires) situés sur ce diamètre. De plus, 
quand le point n d'une division coïncide avec le centre O, 
le. point n'de l'autre division est à Tinfini. Pareillement, 
quand /»' coïncide avec O, le^ point n esta Tinfini : de sorte 
que les deux divisions s'expriment par 1 équation 

On. On' = constaflle {G. S,, 120). 
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Ëty puisque B et B' sont les points doubles, 

Ce qui démontre le théorème. 

Remarque^ — Cette relation prouve que les deux points 
n^ n^ sont conjugués harmoniques par rapport aux deuil 
B, B', et couséquemment conjugués par rapport à la conî- 
<jue(103). 

179. Les diamètres parallèles aux deux cordes A'/n, Âm 
font sur les tangentes en A et A' deux segments Aa, A! a 
égaux le premier à O/i', le second k On respectivement, 
La relation précédente donne dès lors 

Donc : 

Le produit des segments que deux diamètres conjuguéi 
font respectii^ement sur deux tangentes parallèles^ à par 
tir des points de contact de ces tangentes ^ est égal ah 
carré du demi-diamètre parallèle aux tangentes. 

180. Le diamètre Oa' rencontre la tangente A a en a ; le 
segment A a est égal à A'a', et de signe contraire. Ainsi 

Aa,Aa= — OB - 
Donc ; 

Le produit des segments que deux diamètres conjuguéi 
font sur une tangente fixe, à partir du point de contact dé 
cette tangente, est constant et égal au carré du demi-dia- 
mètre parallèle à la tangente, mais de signe contraire^ 

Dans l'hyperbole ÔB est imaginaire, OB néçatif^ cou- 
séquemment on a 

Aa.AoL=zÔB [fig. 72), 

et les points «, a sont d'un même côté du point A. 

181. On en conclut la direction des asymptotes d'une 



CHAP. VI. — DIAUÈTRES ET CENTRE D'UNE CONIQUE. 1 2 1 
conique. Car Içs asymptotes sont les tangentes menées par 
le centre; ce sont donc les rayons doubles de Finvolution 
formée par les couples de diamètres conjugués (170, i72)« 
Ces rayons doubles passent par les point» e, f de la tan- 
gente en A déterminés par Téqualion 

Ke =A/ =Aa.Aa=: — OB^ 
CoQsécjuemment 

sin gPA sin <? OA <? A OB ^— i 

sin^OB sinOeA ÔÂ 5Â ' 

expression imaginaire dans Fellipse, et réelle dans Thy- 

perbole. 

182. Les cordes A'/n, km [Jlg. 71) font sur les deux 
tangentes en A et A\ respectivement, deux segments A &, 
h!V doubles de A a et A' a'. On a donc 

C'est-à-dire que : 

Si autour des extrémités d'un diamètre on fait tour-' 
fier deux cordes qui se coupent toujours sur la courbe, le 
Produit des segments quelles font sur les tangentes aux 
^^mes extrémités du diamètre, à partir de ces points, est 
Constant et égal au carré du diamètre conjugué. 

183. LetlLéorème(l78) donnelasolulîon de ce problème: 
Construire par points une conique dont on connaît deux 

diamètres conjugués, en grandeur et en direction. 

Soient AA' et BB' (^g> 71) ces deux diamètres. Qu'on 

pi^enne sur BB' deux points tï, n' tels, que 0/».07i'=0B : 
"es deux droites A«, A'n' se couperont sur la conique. 

184, Étant donnés en direction deux systèmes de dia^ 
^nètres conjugués et un point d'une conique, construire la 
^urbe^ « 
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- On cherche le conjugué du diamètre qui passe par le point 
donné, en s^appuyant sur ce que trois systèmes de deux 
diamètres conjugués forment une involution (172). . 

Soit donc [fig* 73) OA^ le conjugué du diamètre A6, 
qui passe par le point donné A; soient OE, OE' les direc- 
tions de deux autres diamètres conjugués. On mènera, pa* 
rallèlement aux diamètres CE ^ OE', les droites Aa, BS qui 
rencontrent le diamètre OA' en a, 6. Elles se coapent en 
un point de la courbe (i77); eonséquemment le produit 
O a . O 6 sera le même pour deux autres diamètres conjugués 
quelconques (.178). De sorte qu'en prenant deux points a', 
6' tels, que 0«'. OS' =Oa.OS, les deux droites A*', B6' 
se couperont sur la courbe. 

Le produit Oa.06 est égal au carré du demi-diamètre 
OA' conjugué de OA (178). 

1 85. Quand deux tangentes parallèles sont rencontrées 
par une troisiènie, les droites menées du centre aux points 
de rencontre sont deux diamètres conjugués. 

En effet, la droite Oa (Jig* y 4) passe par le milieu de la 
corde A m (176), et par conséquent est parallèle a la corde 
A' m. De même Oa est parallèle h An}, Mais les deux cordes 
A m, A' m sont parallèles à deux diamètres conjugués (177). 
Donc les deux diamètres Oa, Oa' sont conjugués. 

186. Ze produit des segments que chaque tangente à 
une conique Jait sur deux tangentes fixes parallèles, à 
partir de leurs points de contact^est constant^ et égal au 
cairé du denii-diamètre parallèle aux deux tangentes 

fixes. 

En effet, les deux droites Oa, Océ sont deux diamètrei 
conjugités (185). Dbnc 

Aa.A'«'=:consl. = OB' (179). 

187. Soit la tangente ««' (f^g* jS) parallèle à oa'j on 
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a Aa = h! cl. Car les denx tangentes aci^ aat! font sur le 
diaoïètre AA', deax segments égaux k'c^ ky (165)^ d^ou 
ràulte, p«r les triadgles égaux, Aœ = A! ce. Donc 



Aa.Aa = const. = — OB . 



C'est-à-dire que : 

Deux tangentes parallèles quelconques font sur une 
tangente fixe, à partir de son point de contact, deux seg- 
ments dont le produit est constant et égal, mais de signe 
contraire, au carré du demi-HJUamètre parallèle à la tan- 
gentefixe. 

188. Si par les extrémités a, b [fig. 'j6) de deux dia- 
mètres conjugués, on mène deux cordes parallèles quel- 
conques aa', hb', leurs extrémités al^ V appartiendront à 
deux diamètres conjugués. 

En effet, les milieux des deux cordes aa', bV sont sur 
un diamètre OX' qui est le conjugué du diamètre OX pa- 
rallèle' aux cordes. Les deux droites Oa, Oa' sont con- 
juguées harmoniques par rapport à ces deux diamètres OX, 
OX'-, et de même les deux droites 06, Ob'» En d'autres 
termes^ les deux couples de droites Oa, Oa' et Ôi,Oft' 
appartiennent aune involution dont les rayons doubles sont 
les deux diamètres OX, OX'^ Donc les trois couples de 
droites, Oa, Ob ; Oa'; Ob'^ et OX» OX', forment une in- 
iFolution (G. aS., 207). Mais OX et OX' sont deux dian;iè- 
très conjugués, ainsi que Oa et OJ. Donc Oa' et OV sont 
aussi deux diamètres conjugués (172). c. q. f. p* 

189. 11 suit de là que la corde aa' comprise entre deux 
diamètres d 'une conique est parallèle à la corde hV com- 
prise entf^ les deux diamètres conjugués respectifs. 

On peut dire que : La corde- de contact de deux tan- 
gentes est parallèle à la corde comprise entre les deux 
ditmètres parallèles aux tangentçs* 
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Car les diamètres Oa, OJ [fig* 77) conjugués à Oi, 
OV respectivement, sont parallèles auic tangentes enhelV. 

Sous cet énoncé le théorème se conclut de Téquation 

li-^ (49). 

car cette proportion prouve que les deux triangles bW 
et aOa sont semblables, et par conséquent que aa' est pa- 
rallèle à &6'. 

§ in, — Équation d'une conique rapportée à deux dia- 
mètres conjugués. — Relations métriques des diamètres 
conjugués. 

190. Soient deux diamètres conjugués OA, OB (fig* 78) 5 
nun' une corde parallèle à OB et dont le milieu par consé- 
quent est en p sur OA. On a 



pm,pm' OB.OB' OB .,_, 

pk.pk OA.OA' OA 
Or 

pm! •=, — pm^ et />A./>A'=/>0 — ^OA . 

En faisant 

OA = fl, OB = A, 
il vient 

mp h^ Op mp 

OU, en représentant Op par x et pm par jr, 

Cas de rhyperbole. 
191. En désignant par o, S' les points imaginaires com- 
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mans au diamètre conjugue du diamètre A A' (J^g* 79) ^^ ^ 
Thyperbole, la relatibu subsiste, et Toa écrira 



pm.pm' 
06.06' 


;,A.^A' 
OA.OA' 


— pm 


o^'^ôi' 


06.06'"" 


— ÔÂ' 


-r^ _ 


j?» — ^» 


06.06'"" 


— a^ 



Le produit Oo .OS' est positif (G. 5., 89) ; représentons- 
le par &•; les deux demi^diamètres imaginaires OS, OS' 
auront pour expression b ^ — i et — b sj — i ; il en résultera 



ou 



-J' 


.r». 


-/ï» 


b^ 




-a} 


«= 


J' 





Équation entre les segments qu*une tangente fait sur deux 
diamètres conjugués. 

192. La tangente au point m (fig. 8o) rencontre le dia- 
mèireOA en o-^ ce point est le pôle de la droite mp (169) ^ 
consëquemment 

d'où 

Oa = — 

■ ^ 
De même 

b' 
06== — 

X 
^ a donc entre Oa, OS la relation 

a^ b' __ 

ôl' oê' 
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Retàtions entre les coordonnées des extrémités de deux 
demi-dîamétres conjugués. 

193. Soient [fig- 8i) deux diamètres conjugués, Om 
Om"\ ocf^y et a/', y" les coordonnées de leurs extrénûli 
m', ///'•, et d\ d" les points où ils rencontrent la tang€n 
en A. Nous avons vu que 



Ad'./Ld''==^b' (180). 



Or 

Donc 

et 

Pour l'hyperbole, on trouvera 



= o. 



Désignant par ly, ly les directions des deux diamètr< 

«^ _ sin(D%i) *;^ _ sin(D^^^) 
y ""sin(D',«)' y^ %Mi{l^\ay . 

et l'équation (i) devient 

siQ(D%fl) sin(D\<i) _ b\ 
sin(l)', 6) sin(iy, ^) "" ?' 

relation entre les directions de deux diamètres conjugué 
Si Ton suppose que les deux diamètres coïncident; ilsd( 
viendront les asymptotes de la conique, qui sont les rayoi 
doubles de l'involution déterminée par les couples de dtj 
mètres conjugués (170); et l'on retrouve ainsi l'expressio 
de la direction des asymptotes déjà obtenue (181 ). 
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194. L'équation (i) ci-desaos donne 

x'» x"^ y^ y^ 

Or ont 

■^ "^ Â^ - ' ' "^ "^ ^> - * • 

Qu'on tîre de là les expressions de — et -^ ? et qu'on les 
substitue dans Téquation précédente, ou trouve 

^'V /'\ yw ^'"\ 

ous>mplement 







ou encore 




Pareillement 









Ces expressions conviennent à Thyperbole con^me à Tel- 
lipse. 
Pour le cas de Fellipse écrivons 

f! — + f. :^ — — î! 

ou 

w différence des signes de x" et jy^" est nécessitée par l'r- 
qoatioH 

x'x" yj"_ 
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Pour Thyperbole, bn trouve 

— ^- ^^ _o, X -ziz^^^r, y H ^ ^, 

Ces expressions très-simples des coordonnées de l'extrémité 
d'un demi-diamètre, en fonction des coordonnées de l'exlrë- 
mité du demi-diamètre conjugué, vont permettre des dé* 
monstrations faciles des diverses propriétés des diamètres 
conjugués (*). 

Relations entre les grandeurs de denx' diamètres conjugués. 

195. On a 

Donc : 

Si l'on projette deux demi-diamètres conjugués quel- 
conques sur un autre diamètre fixe , par des droites parai* 
lèles au conjugué de <:elui'Ci, la somme des carrés des pro- 
jections est constante, et égale dûcarré du demi-diamètre 
sur lequel on projette, 

196. Si l'on conçoit un diamètre perpendiculaire aux 
lignes projetantes, la projection orthogonale sur ce diamètre 
sera égale à la projection primitive multipliée par un cosi- 
nus constant. On en conclut que : 

La somme des carrés des projections orthogonales de 
deux demi-diamètres conjugués , sur un diamètre fixe, est 
constante. 

197. Si Ton fait les projections sur les deux diamètres 
conjugués rectangulaires, on en conclura que : 

La somme des carrés de deux demi-diamètres conjugués 
est constante, 

(*) Ces expressions ont été données pour la première fois dans V Aperçu 
hiitori^uey p. Sati. 
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198. Dans l'équation 

*'» -h .r^' — n\ 

on peut regarder x', x" comme les obliques abaissrées sur le 
diamètre b parallèlement à son conjugué a 9 on peut donr 
dire que : 

La somme des carrés des obliques abaissées des extré^ 
mités de deux demi^diamètres conjugués sur un diamètre 
fxe, parallèlement à son conjugué, est constante. 

Aires des parallélogrammes construits sur deux diaoïèti'es. — 
Aires des secteurs. 

199. L'aire du parallélogramme construit sur deux 
demi-diamètres quelconques est égale à l'aire du parallé- 
logramme construit sur les deux demi-diamètres conju-^ 
gués. 

En effet, on a (19i) 

<ni 

^;r"sin(rt, b)=^ay sin[ja^ b). 

Or k produit 6a/' sîn (a, l>) exprîmele double de l'aire du 
triangle ^'^OB, ou du triangle n/'OB, ou Taire du parallé- 
logramme, construit sur les deux demi-diamètres OB, Om^. 
Pareillement, a)'sin(a, i) exprime Faire dU parallélo- 
gramme construit sur les deux demi-diamètres OA, Om\ 
Donc, etc. 

200. L'aire du parallélogramme constjiiit sur deux 
àemi'diamètres conjugués Om', Om'' est égale à l'aire 
du parallélogramme construit sur deux autres demi-dia- 
^ti\Bs conjugués OA, OB {^g. 82). 

L'aire du triangle w"0//i' formé par les deux dcmi-dia- 
Jïïèires conjugués Om', Om'', est égale à Taire du trapèze 
fnni"f/p' moins la sommé des aires des deux triangles 

9 
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m'Op'^ m"Op'\ savoir 

(^'_l_y';i5-±J^ sinAOB — l-{x' j' -\^ x" x")sm kOTi 
=:f>l±^sinAOB. . 



Or 



.r"=^'.^ et y'=:.r'.- (194). 



Il vient donc 



»* ^" 



x'y- -^t-r-r 






D'où résulte le théorème énoncé. 

Autrement : Les deux triangles w'04^,fw"0B sont équi- 
valents (199). Ajoutant aux deux le triangle BOm', on a 
les deux quadrilatères OAm'B et Otn"^ni\ équivalents. 
Retranchant, respectivement, de ces deux quadrilatères les 
deux triangles BAm', Bm^'m qui sont équivalents, parce 
que la droite Arnf\ sur laquelle sont leurs sommets A, m'', 
est parallèle, à leur base commune B/71' (189), on conclut 
que le^ deux triangles BOA, m" 0ml sont équivalents. Ce 
qu'il fallait démontrer •(*).■ 

Les deux théorèmes précédents peuvent être compris 
sous un. seul énoncé, savoir : 

Etant pris deux systèmes de diamètres conjugués', le 
parallélogramme construit sur deux quelconques de ces 
quatre diamètres est équii^alent au parallélogramme con^ 
struit sur les deux autres. 

201. Si Ton suppose deux demi-diamètres , infini mciit 
voisins, on peut prendre la.surface du triangle qu'ils détela 

(*) Cette démonstration m'a été communiquée par M. Lçcoq, capitaine 
d*état-major. 
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minent, pour celte du secteur qu'ils interceptent dans l'el- 
lipse; et si Ton regarde la surface d'un secteur (M:)mpris 
entre deux demi-diamètres quelconques , comme formée 
d'une infinité de triangles dont les bases seraient les élé- 
ments de ^arc^da secteur, on en conclut que : 

Le secteur elliptique compris entre deux demi-dia- 
mètres quelconques est équivalent au secteur compris 
entre les deux demi-diamètres conjugués. 

n s'ensuit que les segmenta sont aussi équivalents, 

302. Les relations 

^— -i! il — £ 

A h b a 

donnent 

Donc : Dans une conique, le produit des distances de 
Vextréndté d^un diamètre à deux diamètres conjugués est 
égal au produit des distances de l* extrémité du diamètre 
conjugué aux deux mêmes diamètres. 

De sorte qu^une hyperbole qui a pour asymptotes deux 
diamètres conjugués d'une conique, coupe la courbe sur deux 
autres diamètres conjugués. 

203. ly et ly étant deux demi -diamètres conjugués^, ainsi 
que a, &, on a (199) l'équation 

a . D'.sin (ly, «) = A . D" sin (IT, b), 

qui s'écrit 

D' _ 6 sin (D^^ b) 
jy' ~" tf * sin (D', a)' 

Ce qui fait connaître le rapport de deux demi-diamètres 
^njugués, quand on connaît leur direction relativement à, 
deux autres den&i^iamètres conjugués dont le rapport est 

9- 
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204. Expression de la perpendiculaire abaissée du 
centre d'une conique sur une tangente. 

La perpendiculaire abaissée dû centre isur une tangente 
est égale à la projection, sur sa direction, du dcmi-dtamèlre 
qui aboutit au point de contact. Le carré de cette projec- 
tion est égal Â la somme des carrés des projections de deux 
demi-diamètres conjugués quelconques (196). Prenons poiir 
ces deux demi-diamètres les demi-axes de la courbe, que 
nous appellerons a et b'^ on aura 

p^ = rt' ces' a 4- ^' ces' 6 , 

a et 6 étant les angles que la normale fait avec les deux 
axes. 

* 

205. Êlant donnés deux diamètres conjugués d'une 
ellipse y construire en direction et 'en grandeur les deux 
axés de la courbe. 

Soient Oa, 06 [fig^ 83) les deux diamètres conjugués: 
qu^on mène par Textiémité du premier la parallèle au se- 
cond, ce sera ta tangente à la courbe; et deux diamètres 
conjugués quelconques rencontreront cette tangente en deux 

pointsE,Ftels, qu'on aura aE.a F = — Ob (180). Donc 
si sur la normale. en a on prend deux segments aG, aG' 
égaux à O i, tout cercle mené par les deux points G, G' 
rencontrera la tangente en a, en deux points E, F apparte- 
nant à deux diamètres conjugués; et si ce cercle passe par le 
centre O de la courbe, ces diamètres seront les axes de là 
courbe. 

Ôr, si le cercle passe par le point O, les deux angles GOE, 
G'OE seront égaux. Donc Tun des axes cherchés divise en 
deux également Tangle des droites OG, OG', et l'autre di- 
vise en deux également le supplément de cet angle. 
^Quant aux grandeurs A, B des deux demi-axes, leur ex- 
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pression est 

, OG-hOG' „ OC — OG' 

2 2 

En edfely on a (197 et 200) les deux équations 

A'-|-BV=Ofl'4-06' el A.B^Oa.06.sinaO^. 
Or 

OG =Ofl 4-«G — 20û.aG.cosOaG, 

OG' =0fl H-flG' — 20fl.flG'.cosO«G'. 
Mais 

tfG = rtG' = 0*, co9 0flG' = sin^0^, 
ces 0/7 G =— cosOflG' = — sina06. 

Par conséquent les expressions de OG etOG' deviennent 



OG =0û 4-06 H-20£î.0^.sinfl0^, 
D'où 



OG' =Ofl -*-0ô —20a.0b.sina0b. 



QgV 0G''= 2 (OflV O^') 
PG — OG' =:4-^«0^«n«Û*. 

11 en résulte • 

ogVog' ,, _ 





2%. T MJ , 

2 




2 


Delà 




ou bien 


OG=(A-|-B)' et OG'=(A-B)', 



OG = Ah-B, 0G'=:A-B. 



i34 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES. 

El finalement ! 

, 0G4-0G' ^ OG — OG' 

A = et B = ' — • c. Q. F. ». 



206. Constinire Une set^tion conique dont on, connait, 
en direction^ deux Systèmes de diamètres conjugués^ Oa, 
O65 Oc/, 06',- et mn point a. . 

Que sur le prolongement de aO (^g- 84)* on prenne 
Oa^=Oa^ei que par les points a, a' on mène aux deux dia- 
mètre3 conjugues Oa, OS des parallèles qui se coupent en b -, 
et pareillement à Oa', 06' des parallèles qui se coupent en 
c : les deux points 6, c appartiennent à la conique deman*- 
dée (177)« On connaît donc le centre et trois points a, bj c 
de cette courbe, qui dès lors est déterminée (166). 

La question a déjà été résolue différemment (184). 

207. Étant donnés^ en direction, deux systèmes de 
diamètres conjugués Oa, OS^ Oa', 06' d^une conique , 
trou^çr le rapport des deux diamètres de chaque système. 

Par un point a du diamètre Oa (fig* 85), on peut mener 
une conique qui ait pour diamètres conjugués les deux sys- 
tèmes Oa, OS-, Oa', OS'. Soit O.b son demi-diamètre con- 
jugué à Oa. Il s'agit de trouver le rapport jrr- 

La tangente en a est la parallèle à OS.. Les deux diamètres 
Oa , OS' rencontrent cette tangente en deux points c, c'j 
et Ton a 



Donc 



ac.ac' =—0b^ (180). 



Oa Oa 



Ob 
Ce qui résoul la question. 
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Pour uu autre point a de Oa, on aurait une autre coni- 
que : mais le rapport ^ resterait le même. Et en effet, il 

est évident, d'après la construction du numéro précédent, 
que les deux coniques seraient semblables etsemblablement 
placées. 

n est clair qu'on obtiendrait le rapport des diamètres sui- 
vant les directions Oa', Oo' par le même procédé. 

Équation de la paraboie. 

208. Si de chaque point /// d'une parabole (Jig'^ 86) 
on abaisse sur un diamètre AX (167) l'oblique mp parai* 
lile à la tangente en A, on conclut, soit de (iii)^ soit de 
(49, Coroll. m), la relation 

mp 

— ^— = const . 

Ap 

Prenant le diamètre et la tangente pour axes coordon- 
nés des X et des y^ cette relation devient 

r^=zp.x', 

P représente la constante, qui ne dépend que de la position 
du point A sur la parabole, et qui varie avec ce point. 

Quelques auteurs appellent cette constante p le para- 
'nètre relatif au diamètre AX. 
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CHAPITRE TIL 

GONSÉOOENCES DE L'ÉGAUTÉ DU RAPPORT ANHARMONIOUE 
DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE ET DE CELUI DES 
POLAIRES DE CES POINTS. - NORMALES ET OBUQUES A UNE 
CONIQUE, MENÉES D UN MÊME POINT. 



^ I. — Génération d'une conique. 

^ffè. Un point p, une droite L, et une çoniqUe, sont don^ 
nés : une transversale, tournant autour du point, coupe la 
droite en un point m, et la conique en deux points a, a'; 
si Von prend le point ^ conjugué de va par rapporta a et 
a', le lieu de ce point sera une conique, qui passera par le 
point p -, par le pôle de la droite L \ par les points d ^inter- 
section de cette droite et de la conique^ et enfin par les 
points de contact des tangentes menées du point p à la 
conique. 

En effet, soit P (Jig* 87 ) ie pôle de la droite L : la polaire 
du point m sera la droite P/ui, car elle doit passer par le pèle 
de la droite L (402) et par le point fx de la transversale 
pni (99, I**). Quatre points m, m\, . ., donneront quatre 
droites Pfx, Pjui', . . . , qui auront leur rapport anharmonique 
égal à celui desquatt^ points (11?)? et égal par conséquent 
à celui des quatre droites pm, pm\ .... Donc le lieu du 
point p. sera une conique qui passera par le point p et par 
le point P (8). Cette conique passera évidemment aussi par 
les points d'intersection de la droite L et dé la conique pro- 
posée, et par les points de contact des tangentes à cette 
courbe partant du point p. 

CouoLLAiRE. — Si la droite L est à Tinlini, le point p. est 
lo milieu de la corde aa' , Donc : 
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Si autour dwi point fixe on fait tourner une droite et 
(fnon prenne le milieu des deux points ou elle rencontre 
une conique, ce point milieu est sur une autre conique^ 
(jui passe par le point fixe, par les points de contact des 
tangentes menées de ce point y et par les deux points de la 
conique proposée (réels ou imaginaires)^ situés à F infini, 

210. Étant pris dans le plan d'une conique, un point 
jixeO {fig' 88) et une droite L, par chaque point m de 
cette droite on mène la droite mO et sa conjuguée dans la 
conique : cette droite conjuguée nifx em^eloppe une conique 
quiest tangente à la droite L, à la polaire du point O, aux 
deux tangentes à la conique proposée; issues du point O, 
et aux deux tangentes menées par les points de rencontre 
de cette conique et de la droite L. 

La démonstration sera calquée exactement sur celle du 
tfiéorème précédent. 

Corollaire. — Si le point O est le centre de la courbe, 
renoncé général devient : 

Étant pris une droite fixe dans le plan d'une conique^ 
si par chaque point de cette droite on mène un diamètre 
de la courbe et une parallèle au diamètre conjugué : toutes 
ces parallèles enuelopperout une parabole tangente aux 
deux asymptotes (réelles ou imaginaires) de la conique 
proposée, ainsi quaux tangentes aux points de rencontre 
d^ cette courbe et de la droite fixe. 

211. Étant données une conique et deux droites fixes, 
si sur ces droites on prend deux points conjugués par rap- 
port à la conique^ la droite qui joint ces points eni^etoppe 
^ne conique tangente aux deux droites et aux .quatre 
tangentes à la conique proposée menées par les points où 
ces droites là rencontrent. 

Eh eflety soienta, A, . • • > 4es points de la premirîre droite : 
^curs polaires relatives a la conique rencontrent la seconde 
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droite en des points a^ i'f. . . , qui sont les. conjugues des 
premiers ( 103 ) . Ces polaires passent par un même point *, le 
rapport anharmonique de quatre points a, £,..4 est égal k 
cejui de leurs polaires (117) 9 lequel est égal à celui des qua- 
tre points a'yb'^ . . . Donc les droites a«', W, . . . , envdlop- 
pem une conique (9) . 11 est évident que cette conique satis- 
fait aux conditions énoncées dans le théorème. 

Corollaire. — Si Tune des droites est à l'infini, on çn 
conclut que : 

Si par clia^ue point (V une droite on mène une parallèle 
à la polaire de ce point , toutes ces parallèles env^elàppent 
une parabole tangente à la droite, 

La parallèle à la polaire d'un point, menée par ce point, 
est une corde qui a son milieu en ce point (169) : cette 
dernière proposition peut donc prendre cet énoncé : Si par 
tous les points d'une droite on mène les cordes d^une cor- 
nique.qui ont leurs milieux, en ces points, ces droites enve- 
loppent une parabole tangente à la droite. 

212. On démontrera satis difficulté le théorème corré- 
latif suivafnt : , 

Si autour de deux points fixes on fait tourner deux 
droites conjuguées par rapport à une conique, le point 
d*irttersectioti de ces droites décrit une conique qui passe 
par les deux points fixes et parles quatre points de^ con- 
tact des tangentes à la conique proposée, menées par les 
deux points fixes . 

213. Quand deux" angles sont circonscrits à une coni- 
que, les quatre points de contact de leurs côtés et leurs 
sommets sont six points appartenant à une- même co- 
nique. 

Soient O, Cy {fig^ 89) les sommets des dejix angles \ à, 
h et c, d les points dé contact de leurs côtés respectifs. Il 
suffit de prouver que les deux faisceaux de quatre droites 
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Où, 04, Oc, Orf/et O'a, O' A , O'c, O'd ont le même rap- 
port ainbarnionique (8). Or les quatre premières droites ont 
UD rapport anharmonique égal à celui de leurs pôles a , 6 , 
y, J; y et î étant ïes points où les côtés O'c, O'd du se- 
cond angle rencontrent la corde ab, Mais le rapport anhar- 
monique des quatre points a, i, y, ^ est égal à celui des 
quatre droites O'a, O'J, O'y, O'd. Donc, etc. 

Obsewation. — On exprime la même proposition en di- 
sant : Quand un quadrilatère est circonscrit à une coni^ 
(fue^ les points de contact des côtés et deux sommets 
opposés sont six points d'une même conique. 

Le théorème) que nous venons de démontrer directement, 
peat se conclure aussi, comme conséquence, du théorème 



214. Quand deux angles sont circonscrits à une conir- 
(jue, les^ quatre côt^s et les deux cordes de contact sont six 
droites tangentes à une même conique. 

Soient 0,0^ (^g* 90) les sommets des deux angles; ab, 
cd les deux cordes de contact, que les côtés des angles ren- 
contrenl respectivement en 7, â et a, S. Il suffit d^ prouver 
que les deux séries' de quatre points a,.&, y, d et a, ë^ c^.d 
(Uit leurs rapports anharmoniques égaux (9). Or le rapport 
ailbarmonique des quatre derniers points est égal à celui des 
polaires de ces points, lesquelles sont les droites Oa, 0"4, 
Oc, Od\ et le. rapport anharmonique de ces droites est 
égal à celui de leurs points a, 6, y, ^, situés sur la corde ab. 
Donc, etc. 

Observation. — Ce théorème s'exprime aussi de cette ma- 
ïïière : Lorsqu'un quadrilatère est inscrit dans une conique, 
fci tangentes aux quatre sommets, et deux côtés opposés ^ 
^ont six tangentes à une même conique. 

Le théorème peut être considéré comme une conséquence 
<ïeraprôjposîhbn (2*0). 



i4o TRAITÉ DES SECTIOJNS COWQUES. . -, 

^ II. • — Deux sjstb.mas de Unis points conjugués par 
rapport à une conique, 

215. Si Von prend dans le plan d'une conique deux 
systèmes de trois points conjugués^ ces six points seix>nt 
situés sur une_ conique ; et les six côtés des deux triangles 
dont ces deux systèmes de points sont les sommets, sont 
langçnts à une autre conique. 

Soient a, i, c {Jig* 91 ) et a', b\ c' les deux systèmes de 
points» Pour déuiontrer la première partie du theorenO^e, 
nous allons prouver que Jes deux faisceaux de quatre 
droites menées des deux points c, d aux quatre autres, ont le 
mêjoie rapport anharmonique. 

En effet, le rapport anbarmonique des quatre droites 
c [a^b^ a'^ b') est égal à celui de leurs pôles, qui sont les 
points b\a^ 6' intersection de ab par c'b*^^ et 0/ intersection 
de ab par dp!. D'ailleurs, le rapport anharmonîque de ces 
quatre points est égal àcelui des quatre droites cf{b^a, b\ â'), 
. ou, en changeant l'ordre de celles-ci , au rapport anhàrmo- 
nique des quatre d (a, b^a\ 5'). Ce qu'il fallait prouver. 

Poi^t la seconde partie du théorème, nous allons dé- 
montrer que -les deux séries de quatre points dans lesqcrels 
les deux droites ab , a'b' sont rencontrées par les qltfitre 
autres, ont leurs rapports anharmonîques égaux, ^savoir : 
que (rt,J, a', 5')= (a, 6, û', i''). 

En effet, les quatre premiers points «j-i, a', 6' ont leur 
rapport anharmonique égal à celui de leur» polaires (147). 
Ces polaires sont les droites cb^ ca^ cb' ^ cci^ dont le rapport 
anharmonique est égal à celui des points ë, a, V ^ al dans 
lesquels elles rencontrent- la droite a'^i', on im^ertendo k 
celui des points a, ê, «', b\ Ce qu'il fallait prouver. 

Donc, etc. 

Ce théorème donne. lieu à deux propositions réciproques 
qui suiveiit. 
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216. Quand fleiix triangles ont leurs six sommets sue 
une conique, ces points for-ment deux systèmes de tirui's 
points conjugués par rapport à une autre conique. 

Soient abc^ ciVc^ les deux triangles. On peut construire 
une conique dans laquelle les trois points a^ h^ c seront 
conjugués deux à deux, et le point a' sera le pôle de la 
droite I/cf (1S7). Celte courbe satisfait à. la question. En 
effet, appelons y le point qui sur AV sera le conjugué do 
b' par rapport à- celte conique. Les six points a, b^ r, 
(i\V^ 7» seront sihr une mt>me conique (215). Le point y 
coïncide donc avec le point c' j et, conséquemment, les trois 
points a', b\ d sont conjugués par rapport à la conique con- 
slruite. Ce qui démontre le théorème. 

217. Quand deux triangles sont circonscrits à uneco- 
niifuey leurs sommets fonnent deux systèmes de points 
conjugués par rapport à une autre conique, 

La démonstration sera calquée sur là précédente. Du 
reste o.n remarquera. que celte seconde proposition se con- 
clut de la première, puisqu'on a vu que, quand deux trian- 
gles sont circonscrits à une conique, ils sont inscrits à une 
autre conique (61). 

218. Quand trois points a, b, c, situes sur une CQuiquc 2, 
sont conjugués par rapport à une autre conique C, on peut 
déterminer sur la première courbe une infinité d^ autres sys^ 
times de trois points a', b', c' conjugués par rapport à la 
seconde. 

Qu!on prenne a* arbitrairement sur la conique Z; la po- 
laire de ce pointpar rappoit à C rencontre S en deux points 
b'^ c' qui satisfont à la question, c'est-à-dire que les trois 
pointa a', i', c* sont conjugués par rapport à la conique C. 

En effet, la droite b'c' étant la polaire du point «', il 
«Jxiste sur celle droite un point c" qui forme avec les deux 
point* a', b' un système de trois points conjugués : et les 
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points a, b^ c, a', b\ d' sout sur une même conique (315).. 
Mais cette courbe ne peut être que 2 qui passe par les cinq 
premiers points. Donc c'' coïncide avec c'. Ce qui démon- 
tre le théorème. 

Corollaire.— Il résulte de ce théorème que : Étant don^ 
nées deux <: uniques quehonques C, S, on ne peut pas, en 
général^ déterminer sur tune un système de trois points 
qui soient conjugués par rapport à Vautre, 

Car si un tel système existait, il'y en aurait une infinité 
d'autres^ et il faudrait' qu'un point a étant pris a volonté 
sur Z, la polaire de ce point par rapport à C rencontrât 
Z en deux points i, c conjugués par rapport à C. Ce qui 
évidemment n'a pas lieu en général. 

§ IIL — Normales et obliques à une conique, menées par 
un point donné, 

219. Si d'un point fixe on abaisse une perpendiculaire 
sur chaque diamètre dune conique^ et qu'on prenne le 
point d^intersection de cette droite et du diamètre conju* 
gué : le lieu de ce point sera une hyperbole équilatère pas- 
sant par le point fixe, par le centre de la conique donnée 
et par les pieds des nor niâtes abaissées du point fixe sut la 
conique j et, dont les asymptotes sont parallèles aux axes 
de cette courbe. 

En effet, considérons des diamètres A, B, C,. .\ y oomme* 
formant un premier faisceau : leurs conjugués A', B', G',..., 
constitueront un faisceau homographique (174-). Les per- 
pendiculaires ithaissées du point fixe, sur lès premiers diamè- 
tres, formeront un faisceau homographique au pren^ièr, et 
par conséquent au second. Donc elles rencontreront respecti- 
vement les diamètres A', B', C',..., en despoints.n, n\ /»%•-., 
situés sur une conique passant par le point fixe et le centre 
de la conique proposée (8). Ce lieu des points /i, «', . ... est 
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évidemaieat une hyperbole équilaière ayant set asymptotes 
parallèles aux axes de la conique donnée. 

Concevons maintenant une normale abaissée du point 
P sur la conique, c'est-à-dire une droi te perpendiculaire a la 
Ungeate au point où elle rencontre la conique. Celte droite 
est perpendiculaire au conjugué du diamètre qui passe par 
ce point: donc ce point est sur l'hyperbole. Donc, etc. 

220. Réciproquement : Si une hyperbole équilatère passe 
parle centre dune conique, et a ses asymptotes parallèles 
aux axes de la conique, les normales à celle-ci, méfiées par 
les points oit Phyperbole la rencontre, concourent en un 
même point de f hyperbole. 

En effet, soit m \\n des points d'intersection des deux 
courbes ; et a le point où la normale à la conique en m ren- 
contre rhyperboie. Si du point a on abaisse sur la conique 
trois autres normales, leurs pieds seront sur Thyperbole 
équilatère passant par les points a^ m, et le centre de la 
conique, et ayant ses asymptotes parallèles aux axes de la 
conique. d'Ile hyperbole se confond avec f hyperbole pro- 
posée. Doue, etc. 

221 . Si, au lieu de perpendiculaires, on abaisse du point 
donné sur les diamètres Â, B,. .., des obliques sous un 
angle constant, dans un même sens de rotation, le^ pieds de 
ces obliques sur les diamètres conjugués seront encore sur 
nne conique passant par le point donné, par le centre de 
laconique proposée, et par les pieds des obliques abaissées 
sur cette courbe sous l'angle donné, 

La conique aura deux points à Tinfini (réels ou imagi- 
naires) sur 1/es diamètres conjugués de la conique proposée 
dont Pangle est égal à celui des obliques, 

La démonstration de ce théorème général est absolument 
U même que pour le cas des perpendiculaires : et le théo- 
rème donne la solution de ce problème : Abaisser d'un 
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point donné sur une conique des obliques sous Un- angle 

donné, dans un sens de rotation donnée 

Le problème adpiet quatre solutions; et hait quand le 
sens de rotation dans lequel xloî vent être oàenéês les obli- 
ques n'est pas indiqué. Dans le cas des perpendiculaires 
les deux systèmes de solutions seconfondent (*). 

222. Les perpendiculaires abaissées d'un point donnée 
sur les tangentes d'une parabole rencontrent les diamètres 
menés par les points de contact de ces tangentes j'en des 
points situes sur une hyperbole, équilatère qui passe par le 
pointVet dont une asymptote estparattèlè à Taope de la 
parabole,- 

En effet, quatre tangentes en quatre points a, b\ . ." . , ont 
leur fonction anharmoiiique égale au rapport anbàrmo- 
nique des quatre points dans lesquels ces tangentes ren- 
contrent une autre tangente fixe (58) -, celui-ci est égal au 
rapport enharmonique des droites menées des quatre points 
à^ i, . . . , à un point de la parabole (2), et par conséquent 
au rapport anbarmonîque des diamètres partant des quatre 
points a, 6, ... . Les perpendiculaires abaissées dit point P 



(*) Ge problème des normales, qai se résout, comn^e on le voit, avec une 
einrème facilité, est une des questions qui |irésehtafent le plus de difHeut> 
tés dans la Géométrie des Grecs. Apollonins Ta résolu dans le Y^LÎTre de 
son Traité des sections ron/^uej ( propositions 58-63)» en 9é senrant'det Thy- 
perbole'équilatère. Il détermine la position des asymptotes , eë .qui su^t 
pour construire la courbe, puisqu'elle passe par le point donné, d'où Ton 
mène les normales. 

, Cette hyperbole, que nous oYOps considérée comme le lieu d^spointsT d'in- 
tersection des rayons homelogiies de deux faisceaux homographiques, peut 
être considérée de plusieurs autres manière s. Elle est, pair exefinple, le Mev 
des milieux des cordes que des cercles décrits' du point donné,j)omine celitre, 
interceptent dans la conique proposée. De nombreuses propriétés des coni- 
ques dérivent de là. On peut consulter à -ce sujet un Mémoire sur les lignes 
conjointes dans lesconîques, inséré dans le tome lll du h)urnalde Bfathémati^ 
quesde M. LiouviHe, année i838; voir p. 4io-4^o. 
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sortes quatre Ungences; om donc leur rapport = «nharoHi* 
nique égal a celui des quatre diaoïètrea. Douq Ica points 
d'intersection sont sur une conique qui passe par le point P 
et par le point de la parabole situé a Tinfini. 

Cette conique est une hyperbole équilatère. EfTeçûve-^ 
mmiy eUq a deux points à l'iofini . Car d'abord, &i Ici point a 
eitap somipet de la parabole, le point de la cQ^rb^ situé 
sur la perpendiculaire menée du point P à la taugeate en a 
est i riqfini sui: Taxe de la parabole. Ensuite, si la perpen- 
dicataire menée du point P sur une taugente est perpendi- 
culaire à Taxe, la tangente est située à Tinfini et se confond 
afec lé diamètre qui part du point de contact. Done le 
pdnt fikaé i Tinfiiii sur la perpendiculaire à Taxe de la pa- 
rabole appartient i la conique. Done cette eourbe est une 
hypeflK>}e) et cette hyperbole est équilatère. 

Elle rencontre }a parabole en trois points, autres que leur 
point commun situé à Tinfini, et chacun de ces pointe est 
le pied d'une normale abaissée du point P sur la parabole. 
On peut donc mener par un point trois normales à une 
parabole. 

Les mêmes considérations s*appliquent au cas des obliques 
partant d'un point, sous un angle de grandeur donnée. 

223. Si autour d^un point pris dans le plan d^uneco- 
nique^ on fait tourner une transv^ersale, et que par son 
pôle on mène une perpendiculaire à cette droite : ces per- 
pendiculaires successives env^eloppent une parabole qui est 
tangente à la polaire du point fixe et aux tangentes à la 
coniqi4ç menées par les pieds de ses normales abaissées de 
ce point. 

Car à quatre transversales répondent quatre pôles^ qui 
Oût leur rapport anharmonîque égal à celui des quatre trans- 
versales (117), et par conséquent à la fonction anharmo- 
nîque des quatre perpendiculaires (88). Donc ces quatre 
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droites sont tangentes à une parabole tangente à la polaire 

dû point fixe (ibid. ) • 

Quand la transversale est normale à la conique en un 
point, la tangente en ce point est la perpendiculaire à la 
transversale. G>nséqueniment les tangentes communes à 
la parabole et à . la conique proposée toucbent ceUe-ci en 
des points qui sont les pieds des normales abaissées du 
point donné. 

De là résulte une nouvelle solution du problème dé 77ze/ier 
des normales à une conique par un point donné. 

224. Si, au lieu de mener, par les pôles des transversales, 
des perpendii^ulaires à ces droites, on menait des obliques 
faisant un angle constant, dans un sens de rotation déter- 
miné, on prouverait de même que ces obUques enveloppent 
une parabole dont les tangentes communes à Ja conique 
proposée, ont pourpoints de contact sur celle-ciles pieds 
des obliques abaissées du point donné sur cette conique* 
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CHAPITRE YIII. 

DIVISIONS HOMOGRAPHIQDES SUR ONE CONIQUE. 



SI. 



825. Nous appellerons divisions homo graphiques sur 
une conique, deux siéries de points pris sur cette courbe, 
tels, quQ les droites menées de ces points à un autre point 
de la coarbe, forment deux faisceaux homographiques. 

Les rayons doubles de ces deux faisceaux marquent sur 
la conique deux points que nous appellerons les points 
doubles des deux divisions. 

226. Si les deux faisceaux sont en inv^olution (G. «9., 248), 
on pourra dire que les deux divisions homographiques sont 
elles-mêmes en involution. Alors les cordes qui joignent 
deux à deux les points homologues des deux divisions con- 
courent en un même point (139). 

Et réciproquement : Quand une transi^ersale tourne 
autour d'un point fixe y les couples de points dans'les^ 
(juels elle rencontre une conique forment deuQC diwions 
homographiques en immolation. 

227. Les droites menées des points de deux divisions 
homographiques sur une conique^ à un point quelconque de 
la courbe, forment toujours deux faisceaux homogra^ 
phiques dont les rayons doubles aboutissent aux points 
doubles des deux divisions. 

Soient a, i, c^. . . et a', b\ c', . . . (fig. Qo) les deux 
séries de points qui forment les deux divisions homogra- 
phiques, et e, f les deux points doubles. Par hypothèse, les 
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droites menées à tous ces points, d'un certain point O de la 
conique, constituent deux faisceaux homographîques dont 
les rayons doubles sont 0<?, 0J\ Il faut démontrer qu'il en 
est de même des droites menées d'un autre point CV de la 
courbe. Or, par hypothèse, 

0(«, b, e,f)^0[a\ b', e,f). 

Mais les deux membres de cette égalité sont égaux respec- 
tivement à 0'{a, ft, e?,/) et (y (a', //, <?,/) (4). Donc 

0'{a,b,e,f)=zÇy{a',b\e,f). 

Ce qui prouve que les rayons Qf a^ Ofh et CVo', OfU appar- 
tiennent à deux faisceaux homc^raphiques dont -(y©, tff 
sont les rayons doubles. Donc, etc. 

228. Quand on a sur une conique deux . dwisions ho- 
mographiqueSy les drmtes menées de deux points quel- 
conques de la conique aux points dès deux div^isions, res- 
pectivement^ forment deux faisceaux homographiqueê. 

En eflet, soient <?, A, r, . . . eln', •&', c', . • • ïcs points 
des deux divisions, et O, O' deux autres points quelconqties 
de la courbe. Les deux faisceaux 0(rt, A,...) et.O(«\ ^v) 
sont homographiques ; ce qui vient d^ètre prouvé. Mais le 
deux faisceaux 0(/i', bf^,..) et O^ (^, V . . .) le sont aossS-. 
(4). Donc les deux faisceaux 0(a, i*. . .) e\.Q([a'^ V. . . li- 
sent homographiques. Donc, etc. 

Réciproquement : Quand deux faisceaux homographi'-^ 
ques ont leurs centres en deux points d'une conique, le 
points de t^ncontre de la conique et des rayons de chaqu 
faisceau forment sur cette courbe deux divnsions homogra 
phiques. 

Par exemple : Si autour de deux points d^une coniqt^^ 

onfaii tourner deux cordes parallèles, leurs ext remit ^ 

JoÊntent deux divisions homographiques. 

' de deux points fixes P, Q {^g. 93), ^^n 
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Jaii tourner deux droites qui se coupent sur une conique, 
et rencontrent la courbe en deux autres points a, a^ ces 
deux points forment deux dii^isions homographiques dont 
les points doubles sont les deux points e^ i de la courbe 
situés sur la droite PQ. 

En effet, soit m le point de concours des deux droites Pa, 
Qa^ Les deux points ^ et m forment deux division^ homo- 
^raphiques (226) ; de même les deux points a' et m. Donc 
^ et a' forment deux divisions Iiomographiques. Quand le 
3point m se trouve en e, a et a' coïncident en /, qui par cou- 
âéquent est un point double des deux divibions. Et de même, 
le point 0. Donc, etc. 

230. Quand deux div^isions ho ma graphiques sontj'oi^ 
mées sur une conique, les droites menées des deux points 
doubles et de deux points homologues j à un même point 
de la courbe, ont un rapport anharmonique constant, quel 
que soit ce point de la courbe y et quels que soient les deux 
points homologues pn's dans les deux div^isions. 

Soient a, a (fig* 94) deux points homologues des deux 

(Ilvisions^ e,y les deux points doubles, et m un autre point 

de la' conique. Je dis que le rapport anharnionique des 

ytiaire droites ma, ma', me, mf est constant, quels que 

«oient les deux points homologues a, a' des deux divisions, 

^t: le point m de la courbe. 

En effet, les droites menées du point m aux points des deux 
d i ^visions forment deux faisceaux homographiques (227) : 
^onséquemmentle rapport anharnionique des quatre droites 
"'^^s, ma[^ me, mfesi constant, quels que soient les deux 
points homologues a, a' (G. &, 153, 176). Mais les droites 
'■^^-«iiëes d'un autre point de la conique, aux quatre mêmes 
I>c>iiits dy a', e,f, ont lé même rapport ^enharmonique que 
'^* "^^xatre droites ma, ma', me, mf (4). Donc, elc. 

. %3l , Quand on a deux dis^sions homographiquC&s sur 
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une conique, les droites menées d^un point pris sur la 
courbe aux points des deux 'dis^isîons forment, sur la 
corde qui joint les deux points doubles, deux diinsions 
homographiques dont ces deux points sont aussi les points 
doubles^ et ces deux dissions restent les mêmes, quelque 
soit le point pris sur la conique. 

En effet, soient e, f [fig. 94) les points doubles des deux 
divisions homographiques^ a, a' deux points homologues; 
et et, a' les points où les deux droites ma^ ma'^ menées d'un 
point m, rencontrent la droite ef. Les quatre droites ma, 
ma'^ me, mfonl un rapport anharmonique constant, quels 
que soient les deux points homologues a, a\ et quel que 
,soit aussi le point m (230). Or ce rapport est le même que 
celui des quatre points a, a', e, f. Donc celui-ci est con- 
stant. Donc les deux points variables a, et! forment deux 
divisions homographiques dont les points doubles sont 
e,f[G. «S., 153). Ce qu'il fallait prouver. 

232. Lorsqu'un^ conique passe par les points doubles 
de deux divisions homographiques (a, ot') faites sur une 
droite L, si autour de deux points homologues ol, a' on 
fait tourner deux droites dont le point de Concours glisse 
sur la conique, et qui rencontrent cette courbe en deux 
autres points a, a' : les deux divisions honio graphiques, 
formées par ces couples de points a, a' (229), seront tou- 
jours les mêmes ^ quels que soient les deux points homolo'- 
gués cf, OL des deux divisions rectilignes, autour desquels 
on fait tourner les deux droites. 

En eâet, les droites menées d'un point quelconque de la 
conitjue aux deux points a, a' des deux divisions formées 
sur cette courbe par les droites qui tournent autouf des 
deux points a, a', rencontrent la droite L en deux points 
qui appartiennent à deux divisions homographiques (227). 

s divisions sont les mêmes que les deux divisions pro- 
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posées, parce que les points doubles soni les mêmes, et 
que les deux points homologues a, a^ sont communs aux 
deux systèmes. Donc, etc. 

233* Si Von a sur la droite qui joint deuoa points d'une 
conique (Jig* gS) deux div^isions homo graphiques («,«') 
dont les points doubles soient les deux points de la coni" 
que, et que d'un point fixe P on mène à chaque point cl 
de la première division une droite qui rencontre la coni" 
gue en deux points a, ai ; puis, que dun de ces points a^ on 
mène au point a! de la seconde division une droite qui ren- 
contre la conique en un point a! : les deux points a, ^l for-^ 
ment deux divisions homo graphiques , ainsi que les deux 
points ai et a^ 

. {^n effet, les deux points a ex. a! forment deux divisions 
homographiques (232). Mais la droite a^i passant par un 
point, fixe P, les deux points a, ai forment aussi deux divi- 
sions homographiques (226). Donc les deux points à et a! 
forment deux divisions homographiques; et par conséquent 
aussi les deux points ai, a\ Donc, etc. 

Corollaire. — Si le sommet a^ [fig* 96) dun angle de 
grandeur constante, dont un côté tourne autour d'un 
point JixeV^ glisse sur une conique, ce point ai et les deux 
points a et a', dans lesquels les côtés de V angle rencon-- 
trent la conique , forment sur la courbe trois divisions ho' 
mographiques. 

En effet, les deux droites ai P, ai a', faisant un angle de 
grandeur constante, leurs parallèles, menées par un point 
fixe, forment deux faisceaux homographiques, et par consé- 
quent rencontrent, la droite située à Tinfini en des points 
qui appartiennent à deux divisions homographiques. Or ces 
points sont aussi sur les droites ajP, a^a'. Donc, etc. 

S34. Étant données, sur une conique^ deux divisions 
Pornographiques a, b, c. . . et a', b', c'. . . [Jig. 97), les 
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deux droites menées de deux points ifWêlcon^ues de la 

première dii^isiùri aux deux points komotù^ues de lase^ 

conde division pris inv^ersement, comme at/ et W, ê^ cùu- 

pent sur la droite qui joint les points doubles des thux 

divfisions. 

En effet, soient enfles deux points doubles. Les quatre 
droites a' (a^b^ ^if) et les quatre droites a {a\ 5', e,/") ont 
le même rapport anharqionîque (228). Or les deux droites 
a'a et aa' coïncident ; donc le point de rencontre des deux 
droites a'&, ab^ est en ligne droite avec les deux points 
e, f qui sont les points de concours des couples œ, afe et 
«/» <f {Gr S., m) . Donc, etc. 

Autrement. Soit O, un point de la conique. Les rayons 
O (a, i, c, . . .) et O (a', b\ c', . . . ) forment deux faisçaux ko- 
mograpbiques dont les rayons doubles «ont Oe^ 0/*(2â7)« 
Les trois couples Oa, O i' ; O i, O»'» et Oe, Q/" sont en. invo- 
lution (G. aS.,. 259). Donc les trois. droites ab% ba! et ej 
passent par un même point (139). Ce qu'il fallait prouver. 

Corollaire I. — Deux systèmes de trois points a, i, c et 
a', y, c', pris arbitrairement sur une conique, et qu'on fait 
correspondre deux à deux respectivement, détermiûent âêux 
divisions homograpbiques. Par conséquent, les points dHn- 
tersection des trois couples de droites al/^iaf] hd^cU et 
cfl', nef sont en ligné droite. Ce qu'on exprime en disant 
que : Dans tout hexagone inscrit à une conique, les 
points de concours des côtés opposés sont en ligne droite. 
Théorème de Pascal (22) . 

Corollaire IJ. — ^^Puîsque celte droite, sur laquelle se cou* 
penl'les trois couplet de droites ab\ bcl^ , . . passe pat les 
deux points doubles des deux di vision^. bomographiques 
a, i, G,..., a'; i', c<, ..., il en résulte une soIutioB fbrl 
simple de ce problème : Construire' les points doubles d^ 
deux divisions homograpl}iques sur une conique, coMMtiS' 
sant trois couples de points homologues. 
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On ràntrquera que cette construction s'applique à~ la 
recherche des rayons doubles de deux faisceaux homogra- 
phîques d^rminés par trois couples de rayons homologues, 
et qa*eUe ne difière point de celle que nous avons déjà don- 
née de cette question (151). 

235. Quand deux séries de points-diy h^.\ . et a', b', . . . , 
pm sur une conique (fig. gS)^ forment deux di\^isions fio^ 
fnographiqueSy les tangentes en ces points rencontrent la 
corde qui joint les points doubles des deux diinsions, en 
deux séries de poihts « , 6 . . . •, a\ 6' . . . , qui forment deux 
£sdsions homographiques, et ont pour points doubles les 
deux points de la courbe situés sur cette corde. 

En effet, les dieux cordes ab\ ba'se coupent en un point i 
de la vorde ef qui joint les points doubles des deux divi- 
sions {23*); par conséquent, le point de concours des 
tâùgentea en a et l/, et le point de concours des tangentes 
m b^X a! sont en ligne droite avec le point de concours 
des tangentes en e et/(98, 2°). Cette ligne droite est la 
polaire du point 1. 

Donc les trois couples de points a, 6'; 6, a\ et e,/ sont 
en involution (148). €e qu on peut exprimer par Tégalitë 
de rapports anharmoniques : 

(«,a',^,/)=(6',6,/,^). 

Changeant Tordre des points de la seconde série, on en 
cODdm: 

(pp,«', ^,/)=:(6,6', ^,/). (G.S.ykO.) 

Donc a, o/ font avec e^f le même rapport anharmonique 
que S^'ff, Ce qui prouve que les deux couples de points a, S 
^^ct\ ff appartiennent à deux divisions bomographiques 
doute, ^sont les points doubles (G. -5., 153). Donc, «te. 

Réciproquement : Quand deux tangentes à une coni- 
7«€ rmdent sur la courbe, de manière que leurs traces sur 



I 
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une droite ^xe forment deux diyisions homograpliiques 
ayant pour points doubles les deux points de rencontre 
(le la conique et de la droite, les points de contact des 
deux tangentes forment sur la conique deux div^isions ho- 
mograpliiques qui ont aussi pour points doubles ces deux 
points de rencontre. 

236. Étant données deux dii^isions homographiques sur 
une conique, si, du pôle de la corde qui joint les points 
doubles, on mène des dix>ites aux points des deux div^i- 
sions : ces adroites forment deux faisceaux homographi- 
ques dont les rayons doubles passent par les points doubles 
des deux diyisions. 

En efTet, soient a^ b (fig, 99) deux pomts delà première 
division, a\ b' les points homolognes de la seconde division ^ 
enfles deux points doubles, et O le pôle de la corde ef Les 
deux droites ab'^ ba' se coupent en 1 sur la droite e/*(234). 
La polaire de ce point i est la droite qui joint les points de 
concours des côtés opposes du quadrilatère inscrit aalhfh 
(118), et le point O se trouve sur cette droite (103). Donc 
les deux tangentes Oe, Oy*, et les deux couples de droites^ 
Qa^OV et 06, Oa' menées aux sommets opposés du quadri- 
latère sont en involutlon (12S). Ce qu^on expiime par l'é- 
galité de rapports anharmoniques : 

(Ofl, Ou', Oe, Of)={Ob\ Ob, O/, Oe). 

Changeant Tordre des droites du second faisceau, on en 
conclut : 

(Oa , O «', Or, O/) = (O b, O b\ Oe, O/). 

Donc les droites Oa^Ob appartenant à un prenûer Xais- 
ceau, les droites Oa\ O b' appartiennent à un faisceau homo- 
graphique^ et les rayons doubles des deux faisceaux sont 
Oe, 0/ (G- 5., 153, 176). c, q. f. f. 

^7* Quand 099 a deux iiit^si'ons iiomographîques sur 
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une conique, les tangentes aux points des deux divisions 
rencontrent une tangente ^xe en deux séries de points 
(jui forment sur cette droite deux divisions homogra- 
fhiques^ dont les points doubles sont déterminés par les 
tangentes aux points doubles des deux dwisions homo- 
graphiques sur la conique. 

En effet, soient a, &,. . . et a', &',... les points des 
deux divisions : a, 6,. . . et a*^ 6',. • . les traces des tanr 
gentes en ces points sur la tangente fixe. Les droites me- 
nées d'un point O de la conique à quatre points a, &,•••, 
oat leur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
points a, 6,. . . (2). De même à l'égard des droites Oa\ 
W^ • . . , et des points a', 6', . • . • Mais quatre droites Oa, 
0&,. • ., ont leur rapport anharmonique égal à celui des 
quatre droites Oa', 0£V*'9 (^7). Donc quatre points 
a, 6, ... , ont leur rapport anharmonique égal à celui des 
quatre a', S',. . . . Donc, etc. 

Réciproquement : Quand deux dis^isions homogror- 
phiques sont formées sur une tangente d'une conique^ si par 
chaque couple de points homologuas des deux diidsions 
on mène des tangentes à la conique, les deux points de 
contact marqueront sur la courbe deux dii^isions homogra^ 
phiques, dont les points doubles seront les points de con^ 
tact des tangentes issues des points doubles des deux div^i- 
sbns rectilignes. 

En effet, si d^un point quelconque O de la conique pn 
mène des droites aux points de contact des tangentes, ces 
droites formeront deux faisceaux homographiques \ car le 
rapport anharmopique de quatre droites sera égal à celui 
dés quatre points de la tangente fixe, d'où sont menées les 
^ngentes, dont les points de contact déterminent les quatre 
droites (2). Donc, etc. 

238. Quand deux séries de points a, b,... et a', b',... 
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sur une conique appartiennent à deux dii^idions homogra- 

phiqueSy les tangentes en ces points rencontrent ^ respectif 

\fementy deux tangentes fixes y en deux séries de points 

a, €,...-, a', S',. . . qui sont elles-mêmes homographi- 

ques. 

Il faut prouver que le rapport an harmonique de quatre 
points a, 6, y, 5 est éjgal à celui des quatre points a', 6', 
y, $'. Or, pour un point O pris arbitrairement sur la coni- 
que, on a les égalités 

(a, €, 7, J) =0{a, b,c, d), 
(a',6',/,^') = 0(«', ^',c',r/') (2). 

De plus 

0{a, b,c,d) = 0[a\b\c',d') (227). 

Donc, etc. 

239. Étant données deux droites et une conique, si une 
tangente roule sur la courbe, et que, par les points ou elle 
rencontre les deux droites, on mène deux autres tan^ 
génies, les points de contact de celles-ci formeront sur Ui 
courbe deux divisions homo graphiques, dont les points 
doubles seront sur la polaire du point de concours des 
deux droites fixes. 

Soient L, L' [fig* loo) les deux droites, a, a' les points 
où une tangente en A les rencontre, et a, a' les points de 
contact des tangentes menées par ces points a, a^ Quand 
le point oL glisse sur la droite L, la corde Ka passe par le 
pôle de cette droite, et les deux points A, a, forment 
deux divisions homograpbiques (226). Pareillement les 
point A, a^ Donc a, et a' forment deux' divisions homogra- 
phiques. c. q. f. p. 

840. Qu and, on a deux divisions homogntphiques sur 



iuie conique^ les tangentes en deux points homologues 
m§. ^ {fis- 1^ ^ \^ ^^ '^^ M9f génies mix deux points dmttles 
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e, f rencontrera wie cinquième tangente en quatre points 
ipU ont un rapport anhamionique constant, quelle que 
soit cette cinquième tangente, et quels que soient les deux 
points homologues a, a' ries deux divisions. 

En effet, les Ungentes aux couples de points homologues 
desdeux divisions, tels que a, «', rencontrent une tangente 
quelconque L en des couples de points a, a' qui forment 
deux divisions homographiques, dont les points doubles e, cf 
appartiennent aux tangentes aux deux poipts doubles e, 
/(237). Ainsi, quels que soient les deux points homologues 
a, a', le rapport anharmonique des quatre points «, a\-e^ (f 
est constant (G. S., 153). Mais les points dans lesquels les 
quatre tangentes en a, a\ e, f rencontrent une autre tan- 
gente quelconque L\ ont leur rapport anharmonique égal à 
celui des quatre points a, a\ e, (^ (5). Donc, etc. 

Observation» — Les quatre derniers théorèmes (237- 
S40) sont les corrélatifs des théorèmes (227-234)^ et les 
^atre théorèmes suivants (241-244) correspondent sem- 
UaUement aux quatre théorèmes (231-234); c'est pour- 
quoi nous en omettrons les démonstrations, qu'on rétablira 
sans difficulté. 

241. Quand on a deux divisions homographiques sur 
me conique, si^ du pâle de la corde qui joint les points 
doubles, on mène des droites aux points où les tangentes 
à la conique en ses points des deux div^isions rencontrent 
u/ie autre tangente quelconque, ces droites forment deux 
faisceaux homographiques qui ont pour rayons doubles les 
tangentes à la conique aux points doubles des deux AV/- 
sioTis. 

242. Quand deux faisceaux homographiques ont pour 
nijfons' doubles E, F deux tangentes à une coniquey si par 
les points ou une tangente quelconque rencontre deux 
ntfons homologues des deux faisceaux^ on mène deux 
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nou%felles tangentes à la conique^ leurs points de <:ontact 
a, z! formeront deux divisions homographiques .qui auront 
pour points doubles les points de contact des deux tan-- 
gentes E, F. 

243. Étant donnés, deux faisceaux homographiques qui- 
ont le même centre^ et une droite L, si par le point de ren- 
contre de cette droite et d^un rayon a du premier faisceau 
on mène une tangente a à une conique, et par le point où 
cette tangente rencontre le rayon homologué a' du second 
faisceau, une tangente a', les points de contact des deux 

tangentes a, dJ foiment sur la conique deux divisions ho^ 
mographiques , 

244. Étant données deux divisions homographiques 
a, b, c^ . « • et a', b', c', . . . sur .une conique, si Voii mène 
des droites qui joignent, chacune, le point de concours des 
tangentes en deux points quelconques des deux divisions, 
tçls que a et b', au point de concours des tangentes aux 
deux pointsh et a', correspondants, mais pris inversement^ 
ces droites passeront toutes par le pôle^de la cordé qui 
joint les points doubles des deux divisions. 

Corollaire 1, — Deux systèmes de tjrois points a, i, c 
et a', i', c' prîs arbitrairement sur une coniqae, déter- 
minent deux divisions homographiques : par conséquent les 
trois droites dont chacune joint deux points tels, que le 
point d'intersection des tangentes en a et b' et celui des 
tangentes en & ela' passent par un même poml. Ce qu'on 
exprimera en disant que : Dans un hexagone circonscrit 
à une conique les diagonales qui joignent les sommets 
opposés passent par un même point. Théorème de 
M. Brianohon (28). 

Corollaire II. — r Puisque ce point, par lequel passent 
les trois droites, est le pôle de la corde qui joint les deux 
points doubles des deux divisions homographiques détermî- 
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nées parles trois couples de points a, a*\ bj b' et c, c\ 
il en résulte, comme on le voit, une construction des deux 
points doubles. 

Polygooes inscrits ou circonscrits à une conique. 

245. Quand un polygone^ dont tous les côtés tournent 
autour d'autant de points fixes, placés d*une manière 
(juelconque, a tous ses sommets, moins un, sur une co^ 
nique : les deux côtés adjacents au dernier sommet ren-- 
contrent la courbe en deux points qui forment deux di^i^ 
sions homographiques . 

Soit, par exemple, un quadrilatère abcd {fig. 102), dont 
trois sommets a, &, c glissent sur une conique, pendant que 
les quatre côtés da^ ab^ bc^ cd^ tournent autour des quatre 
points A, B, C, D. Je dis que les deux points m, m' dans 
lesquels les côtés adjacents au dernier sommet £? rencontrent 
la conique, forment sur cette courbe deux divisions homo- 
graphiques. 

En effet, les deux points m, a forment deux divisions 
homographiques (226). De même les deux a et 6 , les deux 
heiCj et enfin les deux cet m\ Donc, etc. 

246. De là résulte une solution bien simple de ce pro- 
blème : 

Inscrire dans une conique un polygone dont tous les 
côtés passent par autant de points donnés. 

On prendra arbitrairement sur la conique le point m 
qui détermine le premier côté d'un polygone et par suite 
tons les autres. Le dernier côté rencontre la conique en un 
point 771^ On détermine de même deux autres couples de 
points. Ces trois couples appartiennent à deux divisions 
homograpbiques dont les points doubles résolvent la 
question. 

H y a donc deux solutions. 
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247. Quand un polygone, dont tous les sommet^ gli 
sent sur autant de droites fixes quelconfjues, à tous s 
côtés ^ moins un, tangents à une conique, sipé/r les. dei 
sommets situés sur ce dernier côté y on mène deux tange) 
tes à la conique : les points de contact marqueront dei 
divisions homo graphiques. 

Soit le quadrilatère abcd [fig* io3 ) dont les quatre soi 
mets glissent sur quatre droites A, 6, C, D, pendant que 1 
trois côtés ab^ bcj cd roulent sur une conique. Je dis qi 
si l'on mène les tangentes à la courbe par les deux somme 
a^ d situés sur le quatrième côté, les points de contact / 
m' forment deux divisions homograpliiques. 

En effet, désignons par a, S, y les points de contact d 
côtés ai, bcy cd. La corde am tourne autour du pôle de 
droite A*, conséquemment les deux points m, a, forme 
deux divisions homographiques (226) ^ de même Iqs dei 
a, S; les deux 6, y\ et enfin les deux y, w'. Donc, etc. 

248. De là résulte une solution bien simple de ce pi^ 
blême : 

Circonscrire à une conique un pofygone dont les sùti 
mets soient situés sur autant de droites données. 

On prendra arbitrairement le premier sommet du pol] 
gone sur la droite A, et on formera le polygone abcd do: 
tous les côtés, moins le dernier da^ soient tangentà à 
conique. Les tangentes à la courbe menées par les det 
points a, d déterminent deux points de contact m, m 
On èonstruira semblablement deux autres couplies ( 
points. Les trois couples appartiennent k deux divlsioi 
homographiques dont chacun des points doubles doni 
une solutioii de la question. 

Il y aura donc deux solutions (*). 

(*) Ce problème et le précédent ont été résolus par des coTisidératl <• 
différentes, dans\e Traité des propriétés projceiitfes. {Voir p. 349-*357.) 
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CHAPITRE IX. 

œURBES POLAIRES RÉQPROQUES. - CONIQUES HOMOGRA- 
PHIQUES; HOMOLOGIQUES. 



§ I*"^. — Polaires réciproques. 

â49. Les polaires des points d'une courbe C, relatives à 
une conique ft, enveloppent une courbe C, qu'on appelle 
h polaire de ^ courbe C. 

Réciproquement, la courbe C est la polaire de C; 
c'est-à-dire que les points de C ont pour polaires les tan- 
gentes de la courhe C. 

En effet, la polaire d'un point m de la courbe C touche la 
courbe enveloppe C en un point m', qui est à Tintersection 
de cette polaire et de celle du point j:x infiniment voisin de m 
surC \ or ce point m' est le pôle de la droite m\k ( 102). tan- 
gente à la courbe C. Donc^ etc. 

Les deux courbes C, C jouissent donc de propriétés réci- 
proques. C'est pourquoi on les a appelées polaires réci- 
proques (*). 

250. Deux figures polaires réciproques sont deux 
figures corrélatii^es. 

En eflet^ à un point de l'une correspond une droite dans 
Tautre ^ et quand des points de la première figure sont en 
ligne droite, les droites correspondantes passent par un 
même point, et ont entre elles des rapports auharmoniques 



(*) Nous avons donné dans V Aperçu historique {voir p. 219 et 870) une 
Notice sur Torigine et le développement de cette théorie des pôles et polaires. 

I i 
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égaux à ceux des points correspondants (H7)', ce qui est le 

caractère des figures corrélatives (G. S., 576). 

251 . Deux courbes polaires réciproques jouissent de celle 
propriété, qne chacune d'elles est rencontrée par une droite 
en autant de points qu'on peut mener de tangentes à Tautre 
par un point donné. 

-C'est ce qu'on exprime, à l'égard des courbes géométri- 
ques, en disant que V ordre d'une courbe est égal à la classfi 
de Vautre. Car on désigne par le mot classe le nombre des 
tangentes (réelles ou imaginaires) qu'on peut mener à 
une courbe, d'un point quelconque 5 de même que V ordre 
d'une courbe est déterminé par le nombre desf points de 
rencontre (réels ou imaginaires) de la courbe et d'unedroile 
quelconque. 

252. La courbe polaire d\ine conique C est une autre 
conique G. 

Considérons deux tangentes fixes A, A' de la conique C : 
les autres tangentes les rencontrent en des couples de 
points a, a'; fe, J'; . . . . 

Soient P, P les pôles des deux droites A, A' par rapport à 
une conique fl, et a, 6,. . ., les pôles des tangentes aa', 
bb\ .... Les droites Pa, P S, . . . sont les polaires des points û, 
£...', et correspondent anharmoniquement à ces points, 
c'est-à-dire que quatre droites ont le même rapport anhar- 
monique que les quatre points dont elles sont les polai- 
res (H 7). Pareillement, les droites P'a, PS,... sont les po- 
laires des points a', i', . . . et correspondent anharmonique- 
ment à ces points. Or les deux séries de points a, 2», . . • , et 
a', i', . . . sont homographiques (7). Donc les deux fais- 
ceaux de droites Pa, PS,... et P'a, P'ê,... sont aussi bomo- 
graphiques. Donc les points a, 6, . . . sont sur «ne coni- 
que (8). c. o. F. p. 

253. Les relations métriques de deux figures polaires 
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réciproques dérivent de celte propriété que : quatre points 
en ligne droite dans une figure ont leur rapport anharmo- 
nique égal à celui des quatre droites con^espondantes 
dans f autre figure ( i ^ 7 ) . 

On déduit de là plusieurs conséquences déjà démontrées 
dans la théorie des figures corrélatives (G. «S., 585-591). 
Nous nous bornerons à les rappeler ici : 

Étant pn's dans le plan d'une conique deux points 
fixes a, b, et leurs polaires A, B, puis une droite quel- 
conque M et son pôle m : le rapport des distances de ce 
point aux deux dmites A^ B, est au rapport des distances 
de sa polaire M aux deux points a, b, en raison constante. 

Ce que nous exprimerons ainsi, en employant la nota- 
tion que nous avons déjà mise en usage (40) : 

On a une expression très-simple de la constante 1 en 
sapposant la droite M à l'infini : son pôle m devient le 
centre O de la conique, et il en résulte 

(0>A)_. 
(O, B) • 

On obtient une autre expression de X en supposant que 
le point m coïncide avec i, et par conséquent la droite M 
ayec B : il vient alors 

^4. Les deux expressions de X montrent que 

(A. &)_(0,A) 
(B,«) {0,B)" 

^8 qui exprime que : Si ton prend dans une conù/ue les 
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pôles de deux droites, les distances respectii^es de chacu 
de ces droites au pôle de Vautre sont entre elles dans 
rapport des distances des deux droites au centre de 
courbe, 

255. Les deux droites A, 6 sont quelcoDques. Suppose 
que, la première restant fixe, la seconde soit mobile; repi 
sentons celle-ci par M et son pôle par m \ la formule 
change en 

(M,0) (0, A)' 

Cette relation très-simple pourra servir pour passer c 
propriétés d'une figure à laquelle appartiendrait le point, 
à la figure polaire réciproque formée par les droites M. 

§ II. — Coniques homo graphiques, 

256. La théorie des figures homo graphiques se trou 
dans le Traité de Géométrie supérieure (art. 500-57Î 
Nous rappellerons seulement ici la définition et la propri< 
fondamentale de ces figures (*). 



{*) Il ne ft'agit que des figures planes. La théorie des figures homog 
phiques à trois- dimensions a été donnée dans V Aperçu historique, paru 
i837y mais qui ayait fait le sujet d'un ouvrage adressé sept ans auparav 
(en janvier i83o) à l'Académie de Bruxelles. 

Différents modes de transformation des figures planes, connus dep 
longtemps, rentrent dans la théorie des figures homographiques, notamm 
la méthode de Newton exposée dans le lemme XXII du i^^i'-livre des Princi 
mathématiques de la philosophie naturelle, et celle de Waring qu'on troi 
dans les deux ouvrages de l'auteur : Miscgllanea anafytica, p. Sa, et Propt 
, tates curvarum algebraicarum, p. 240. 

Par la première méthode on forme des figures homographiques qui < 
des dépendances de position particulières. La construction géométrique co 
I di^â relations e^Ltrèmement simples 
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257. Deux figures sont appelées homo graphiques quand 
des points et des droites, dans l'une, correspondent, res^ 
pectivement, à des points et à des droites dans t autre, 
comme cela a lieu, par exemple, dans deux figures suscep- 
tibles d'être mises en perspective l'une de l'autre. 

A des points en ligne droite, dans une figure, correspon- 
dent des points en ligne droite dans l'autre figure, puisque 
à des droites correspondent des droites. 

258. La propriété fondamentale des figures homogra- 
phiques est bien simple : Quatre points d'une des deux 
figures y en ligne droite , ont le ménie rapport anharmoni" 
que que les quatre points correspondants de Vautre figure. 

Et par suite : Deux faisceaux de quatre droites qui se 
correspondent dans les deux figures ont le même rapport 
anharmonique. 

Pour exprimer un peu plus brièvement ces égalités de 
rapports anharmoniques, nous pourrons dire que les points 
^ ligne droite dans les deux figures se correspondent an- 
harmoniquement, et que les droites, dans deux faisceaux, 
se correspondent aussi anharmoniquement. 



tBtre les coordofinées x, y et x\ y' des points correspondants des deux 
figures. 

U transformation de Waring, que ce géomètre présente comme la gêné- 
-■^lisatiouii de la méthode de Newton, s'exprime par les formules générales 

ax'^hx'-^c a'x'-+-b'y'-hc' 



.- a" x' H- b" y -^ c"' ^ "«"x'-f-fc^y-f-c" 

^ neuf coefficients a, b,... qui se réduisent à huit, permettent de 
prendre arbitrairement quatre points do la nouvelle figure, qui doivent cor- 
'^pondre à quatre points désignés de la figure donnée. De sorte que ces 
Qgures ont toute la généralité de position que comporte le sujet. 

^s figures que M. Mbbius a appelées coUinéaues dans son Traité du calcul 
^^centrique (Leipzig, 1827 ) sont aussi des figures homographiques les plus 
générales, dont le célèbre auteur a donné l'expression barycentrique, et une 
^construction géométrique fort simple. 
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Ces relations servent à construire la (igure homogra- 
phique d'une figure donnée, quand on connaît quatre points 
de la nouvelle figure qui doivent correspondre à quatre 
points désignés de la première. 

259. Les mêmes relations conduisent à celle-ci : 
Si l'on prend dans une Jigure deux droites fixes ^ et 
dans la figure liomo graphique les deux droites correspond 
dantes : les rapports des distances de deux points homo- 
logues quelconques à ces deux couples de droites, respec- 
twernent, sont en raison constante. 

Lorsque l'une des deux droites fixes d'une figure est 
située à l'infini, la distance qui se rapporte à cette droite 
devient infinie ; mais le théorème subsiste comme si cette 
dislance devenait égale à Tunité. (G. S,, 514.) 

• 260. La figure homographique dhaie conique est une 
seconde conique. 

Pour le prouver, prenons deux points fixes P, Q de la 
conique proposée , autour desquels tournent les deux 
cordes P/w, Qm qui se coupent sur la courbe. A ces droites 
correspondent , dans la figure homographique , des cordes 
P'm', Q'/w', qui passent par deux points fixes P', Q', et se 
coupent en un autre point ni! variable. Les droites P'm' 
correspondent anharnioniquement aux droites Pm (258) ; 
et les droites Q' m! aux droites Q m. Mais celles-ci corres- 
pondent anharmoniquement aux droites P/w (6). Donc les 
droites Q'm' correspondent anharmoniquement aux droites 
V m'. Donc les points m' sont sur une conique (8). Ce 
qu'il fallait prouver. 

261 . Quand deux coniques C, C sont homo graphiques, 
si Von considère dans l'une un point et sa polaire, ilcor*- 
respond, dans l'autre, un point et sa polaire. 

Soient {fig' io4) un point p et sa polaire L relative à la 
conique C^ une transversale menée par le point /? rencon- 
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Ire cette droite et la courhe en des points q et a^ 6*, et les 
quatre points p, ^, a, h sont en rapport harinonique. A 
ces points correspondent dans la conique C, quatre points 
\)\ q\ a\ b' qui sont aussi en rapport harmonique (258) ; 
ce qui prouve que le point q' appartient à la polaire du 
point p'. Donc, etc. 

262. Quand deux coniqiufs sont honiograpliiqueSy deux 
points conjugués dans l'une correspondent à deux points 
conjugués dans tautre. Et deux droites conjuguées cor^ 
lespondent à deux droites conjuguées. 

Cela est évident d'après la proposition précédente. 

263. Deux coniques quelconques peuvent être considé- 
rées comme deux figures homo graphiques dans lesquelles 
trois points donnés de Vune correspondent à trois points 
donnés de Vautre, 

Soient a^b^cala^b'^c^ [fie* ^^^) '^^ deux systèmes de 
trois points donnés sur les deux coniques \ et «f un quatrième 
poiutde la première. On déterminera comme suit, le point 
correspondant d' sur la seconde. On prendra sur les deux 
courbes deux points quelconques O, lî', et par ce dernier 
on mènera les droites ft a', iî'i', H' c' et une quatrième 
Q.'d' faisant avec les trois premières un rapport anhar- 
monîque égal à celui des quatre droites Oa, OJ, Oc, 
Orf. Cette droite rencontre la seconde conique en un 
point d'. 

Que l'on construise maintenant la figure homographi([ue 
à la conique C, en prenant les quatre points a', ft', c', d' 
pour correspondre respectivement aux quatre a^ b^ c, d 
(G. 4$., 506) . Je dis que cette figure sera la conique C. En 
effet, ce sera une conique (260), et elle passera par les 
quatre points n\ b\ c\ d\ puisqu'ils correspondent aux 
quatre rt, fc, c, d. Le point O' correspondant à O sera sur 
ceUe conique. Comme les deux iigiiies sont liomographi- 
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nouvelles tangentes à la conique^ leurs points de <:ontact 
a, 9l' formeront deux dmsions homographiques.qui auront 
pour points doubles les points de contact- des deux tan- 
gentes E, F. 

243. Etant donnés deux faisceaux homo graphiques qui 
ont le même centi'e, et une droite L, si par le point de ren- 
conti'e de cette dmite et d^un rajon a du premier faisceau 
on mène une tangente a à une conique, et par le point oii 
cette tangente rencontra le rayon homologué a' du second 
faisceau, une tangente a', les points de contact des deux 
tangentes a, sl' forment sur la conique deux divisions ho-- 
mogtxiphiques. 

S44. Étant données deux divisions homographiques 
a> b) e> . « • et a\ b', c^ . . . sur une conique, si Von mène 
des dix>ites qui joignent, chacune, le point de concours des 
tangentes en deux points quelconques des deux divisions, 
teh que a et h\ au point de concours des tangentes aux 
tieux points h et a! y correspondants y mais pris inversement^ 
ces droites passeront toutes par le pôle^ile la carde qui 
joint les points doubles des deux divisions. 

Corollaire i. — Deux systèmes de Urois points a^ bj c 
e.t a\ b\ c' pris arbitrairement sur une conique, dëtcr^ 
minent deux divisions hom<^aphiques : par consécpcnt les 
^rois droites dont cbacone joint deux pcKnts tek, cpie le 
point d'inteffsecdou des tangentes en a et b' et celni des 
tattgientes en b eia' passent par un même point. Ce qn^on. 
exprimera en disant que : Dans un hexagone circonscriB 
à une conique les diagonales qui joignent les sommetm 
opposés passent p€U' un même point, Théorème 
M. Brîancbon (^)* 

Corollaire II. — Puisque ce points par leqœi 
les trois droites, est le pôle de la corde qui joint les den 
points doubles des deux divisious homographiques détemû — 
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nées parles trois couples de points a, ù!\ ft, ft'et c, c\ 
il en résulte, comme on le voit, une construction des deux 
points doubles. 

Polygones inscrits ou circonscrits à une conique. 

245. Quand un polygone, dont tous les côtés tournent 
autour d* autant de points fixes, placés d'une manière 
quelconque f a tous -ses sommets, moins uri, sur une co- 
nique : les deux côtés adjacents au dernier sommet ren- 
contrent la courbe en deux points qui forment deux div^i- 
sions homographiques. 

Soit, par exemple, un quadrilatère abcd {fig* 102), dont 
trois sommets a, i, c glissent sur une conique, pendant que 
les quatre côtés e/a, a&, &c, c//, tournent autour des quatre 
points Â, B, C, D. Je dis que les deux points m, m' dans 
lesquels les côtés adjacents au dernier sommet â? rencontrent 
la conique, forment sur cette courbe deux divisions bomo- 
grapbiques. 

En eflet, les deux points w, a forment deux divisions 
homographiques (226). De même les deux a et &, les deux 
b et c, et enfin les deux c et m'. Donc, etc. 

246. De là résulte une solution bien simple de ce pro* 
blême : 

Inscrire dans une conique un polygone dont tous les 
cétés passent par autant de points donnés. 

On prendra arbitrairement sur la conique le point m 
qui détermine le premier côté d'un polygone et par suite 
tous les autres. Le dernier côté rencontre la conique en un 
point m'. On détermine de même deux autres couples de 
points. Ces trois couples appartiennent à deux divisions 
Komograpbiques dont les points doubles résolvent la 
question. 

Il y a donc deux solutions. 
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Corollaire. — Puisque deux droites homologues «e cou- 
pent sur Taxe d'homologie, il s'ensuit que : La droite à 
Vinjini dans une figure y a pour homologue^ dans Vautre 
figure, une droite parallèle à Vaxe d^homologie. 

EiTectîvement, si les points m! de la seconde figure sont 
à Tinfini, les points correspondants de la première figure 
sont déterminés par Téquation 

S /?j . 

et sont par coitséqueiit sur une droite parallèle à Taxe dlio- 
mologie. 

266. Ces figures homologiques ne diffiènint des figures 
faomograpliiques que par la position relative dès deux figu- 
res. Conséquemment toutes les propriétés des figures bomo- 
graphîques leur appartiennent. 

Ainsi : I. Quatre points en ligne droite dans une figure 
ont le même rapport auliarmoniquc que les quatre points 
homologues de Tautre figure. 

II. Deux faisceaux de quatre droites, qui se correspon- 
dent, ont aussi le même rapport anharmonique. 

in. Le rapport des distances de chaque point d'une figure 
à deux droites fixes A, B, et le rapport des distances du point 
correspondant de l'autre figure aux deux droites A', B'qui 
correspondent à A, B, sont en raison constante. 

Ce que nous exprimons ainsi 

[m, B) ''«B')' 

Si Tune des droites, B' par exemple, est à l'infini (au- 
quel cas B est parallèle à l'axe d'homologie), la dislance* 

[ni' ^ B') disparaît de l'équation, qui devient 
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Et pareillement, si la droite A de la première figure est 
aussi à rinflni, Â' et B ëtaut alors toutes deux parallèles à 
l'axe d'homologic (265), Téquation devient 

(m', A').(/7i, B)= /.3. 

IV. Les rapports des distances de deux droites homo- 
logues quelconques M, M', à des systèmes de deux points 
fixes homologues a, b et a\ b\ sont en raison constante. 

Ce que nous exprimons ainsi 

(M, n) _ [U\_a) 
(M, ^)~"(M',i'y 

V. La figure houiologique aune conique est une conique, 
YL Â un point et à sa polaire relatifs à la première coni- 
que, correspondent dans la seconde conique un point et sa 
polaire. A deux points conjugués, et à deux droites conju- 
guées dans la première conique, correspondent, respective- 
ment, deux points conjugués et deux droites conjuguées dans 
la conique horaologique. 

VIL Les points d'une conique situés sur l'axe d'homolo— 
giesont eux-mêmes leurs homologues dans l'autre conique ; 
de sorte que Taxe d'homologie est une corde commune aux 
deux courbes. 

Cela est évident d'après Téqnation (i), si ces points sont 
réels. Mais on le prouve aussi par un raisonnement bieu; 
simple, qui s'applique au cas où les points sont imaginaires. 
Il suffit de remarquer que les points d'intersection d'une 
conique et de l'axe d'homologîe sont les points doubles de 
deux divisions homographiques formés sur cet axe par les 
rayons de deux faisceaux qui ont leurs centres sur la coni- 
que (12). A ces deux faisceaux correspondent dans l'autre 
*^nique, deux faisceaux dont les rayons rencontrent, res- 
P^livemcnl, leurs homologues, sur l'axe d'homologie, et y 
•ortncnt par conséquent les deux mêmes divisions homogra- 
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pbiques. Par suite les points doubles, ou les points d'inter- 
section de la seconde conique et de l'axe d*homologie, res- 
tent les mêmes. 

YIU. Pareillement: les tangentes d'une conique, menées 
parle centre d'homologîe, coïncident, respectivement, avec 
leurs homologues dans Tautre conique; de sorte que le cen- 
tre d'homologie est le point de concours de deux tangentes 
communes aux deux coniques (tangentes réelles ou ima- 
ginaires). 

267. Reprenons la formule ci-dessus 

^— g-^ = >..(m,A), ou ^-,-^«>,.(^,B). 

(m, 6) est la distance du point m à la droiteB de la première 
figure, qui correspond à la droite de la seconde figure située 
à l'infini. Désignant cette distance par la perpendiculaire 
rnp (fig' io6) ; et supposant que les deux droites A, A' coïn-^ 

cideut avec l'axe d'homologie, auquel cas , / /.. = -^— r : 

° ' ^ (m'y A') pt/w' 

on a 

lim 

Itm 

L'équation fondamentale (i) devient 

Sm 

Ecrivous 

(2) Sw' = X.^, 

^ ' mp 

X étant une nouvelle constante. 

Cette formule servira pour construire la figure homolo- 
gique d'une figure donnée, au moyen du centre d'homolo- 
gîe, et de la droite qui, dans la figure donnée, correspond à 
la droite située à l'infini dans la figure demandée. 

Remarquons qu'alors l'axe d'honiologie se détermine îm- 
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médiatement, car il est parallèle à la droite donnée (265, 

CorolL) ; el la constante X exprime sa distance à cette droite. 

En effet, si nous supposons que le point m soit sur Taxe 

d homologie, m' coïncide avec m, et Téquation devient 

S/w = A» 5 ou nip = \, 

mp 

268. Quand on donne le centre et Taxe d'homologie, il 
faul,pourcpnstruire une figure homologique, connaître, en 
outre, deux points homologues, tels que a, al [fig. 106). 
Ces points servent à déterminer la constante \ dans Téqua- 
lion générale (i), et Ton peut construire ensuite tous les 
points de la figure au moyeu de Téquation. 

Mais la construction peut se faire immédiatement aussi 
par de simples intersections de lignes droites ; car pour dé- 
terminer le point m' qui correspond à un point m de la 
figure donnée, il suffit de mener la droite nia qui rencontre 
l'axe d'homologie en un point e, et la droite ea\ qui lui 
correspond dans la seconde figure : le point m' est à Tin- 
tersection de cette droite et de Sm (*). 

369. Des deux points homologues donnés a^ a', Tun, 
«' par exemple, peut être pris à Tinfini [fig* 107) : la con- 
struction reste la même. 

Dans ce cas, on obtient immédiatement une expression 
très-simple du segment mm'. Les deux triangles semblables 
'nem', ma S, donnent 

S/71 ma , S m, me 



»f 



-> 



mm' me 

Si Ton mène par le point a une droite I parallèle à 
l'axe d'homologie X, le rapport — sera égal au rapport 



(*) Dans le Traité des l'ropriétés projectives{p. iCa et suiv.), M. Poncelet 
mmèneles différents cas que présente la théorie des figures hoinologiques, à 
^tte construction graphique, sans employer aucune relation de segments. 
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des distances mq^ mp, du point m aux deux droites X eti <^ 
de sorte qu'on aura 

mm' =z Sw • — — 
mp 

Celte expression de mîu' conduit sur-le-champ à la fo mr- 
mule (2) ci- dessus. Car 

mm' = S /m' — S/w ; 
donc 

Sw' — S///==S/w.^: 



et 



ou 



mp 
Sm = S//Ï ( — -■ ] =. po » : 



^ , . Sw 
mp 



Cette formule va nous être d'un grand usage (*). 



(*) De La Hire, qui le premier (en»iG73) a considéré ce mode de transl'oi^ 
mation des figures planes, prenait le point a' à l'infini. Il nommait le poîB^ 
S, pôle; la droite \,Jormatrice; sa parallèle menée par le pointa, directri^^'- 
la figure donnée était un cercle, appelé cercle générateur^ et la courte 
décrite recevait le nom de planiconique, parce qu'elle était effectÎTemeot u"* 
section conique, mais engendrée sur le plan du cercle et sans le secours 
d'un cône. De La Hire employait seulement cette surface pour démontre' 
que la courbe pouvait être placée sur un cône ayant pour base le cercle 
donné, et conséquemment était une section conique. Ensuite les propriétés 
de cette conique se déduisaient directement de celles du cercle. (Voir Aperçu 
historique f etc., p. i28-i3o.) 

De La Hire n'a pas connu l'expression du segment mm' qui se déduit, 
comme on l'a vu, de sa construction. Mais trente ans pïus tard (en iyo4)|tin 
géomètre de Mons, Le Poivre, en suivant une marche semblable, a été con- 
duit à l'expression de ce segment pour déterminer chaque point de la coorbe 
engendrée. C'était un pas heureux, qui mérite d'être remarqué dans celte 
théorie: car, dans toutes les questions de géométrie, les relations métriqmes 
sont toujours plus i'écondes et plus puissantes, que celles où n'entrent que 
des intersections de lignes, et qu'on appelle, ^ar opposition, descriptives. 

L'ouvrage de Le Poivre est intitulé : Traité des sections du cylindre et du 
cône, considérées sur le solide et dans le plaUy ai'ec des Démonstrations simples 
ft nouvelles. Paris, 170'! ; in-80, (h pages. L'auteur appelle sommet, le point S; 
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§ IV. — Coniques homologiqiufs , dont l'une a son centre de 
figure au centre d'homologie, 

270. Étant donnés une conique C et un point S pris 
pour centre d'homologie, on demande de construire une 
conique homologique qui ail son centre de figure en S. 

Appelons a la conique homologique demandée. Pour la 
coDslruire, îl sufBt d'exprimer que la droite située à Tinfini 
dans la seconde figure, correspond à la polaire du point S 
relative à la conique C. Car cette droite située à Tinfini sera 
la polaire du même point S relativement à la conique homo- 
logique a (266, VI) •, ce point sera donc le centre de a. 

D après cela, on déterminera les points m de cette courbe, 
qui correspondent à des points M de la conique C [fig^ 108), 
par la formule 

MP étant la perpendiculaire abaissée de chaque point M 
sur la polaire I du point S relative à la conique C. 

Si le point S est extérieur à la conique donnée C, la co- 

^«•j Taxe X; et la parallèle al, directrice. Cette dernière clénominaUon est 
^Uede La Hire ; néanmoins, comme je l'ai dit ailleurs {Aperçu hisi.y p. i3o), 
'i^n n'autorise à eroiro que Le Poivre ait connu le livre des Planiconiques. 
Une seconde édition de l'ouvrage de Le Poivre, renfermant « des démonstra- 
* tioDs plus simples et plus générales que celles de l'édition de Paris », a paru 
àMoDs en 1708. L'auteur y a mis une préface, dans laquelle il fait connaître 
sctrelatioQS avec le marquis de L'Hôpital; et l'ouvrage se termine par une 
^pnnse à la critique que le Journal des Savants avait faito de l'édition de 1704. 
UPoivre, dans cette réponse, dit qu"!! n^a point connu les Planiconiques de 
De la Hire. 

Un exemplaire de celte édition de 1708, qui paraît aussi rare que celle de 
1704, a été retrouvé par M. C. Wins, et réimprimé en i854, à Mons, par les 
uios de eet énidit bibliophile et de M. Quételet, Téminent secrétaire per- 
pétuel de l'Académie royale des Sciences de Bruxelles. A cette réimpression, 
que réclamait le mérite de ce petit ouvrage, se trouvent jointes deux Notices 
intéressantes, dues aux savants éditeurs. Mais on regrette que la Réponsu de 
Le Poivre au Journal des Savants n'y ait pas été reproduite in extensoj et 
fiu'il ne s'en trouve que des extraits, dans une dos doux Notices. 
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iiiquc homologiquc cr est toujours une hyperbole, quelle 
que soit'C, ellipse, hyperbole, ou parabole^ les asymptotes 
de cette hyperbole <j sont les tangentes de C, menées par 1^ 
point S. Mais si S est intérieur à C, la conique a est tou- 
jours une ellipse. 

271. La formule (i), qui convient à deux âgures ho- 
mologiques quelconques, prend, dans le cas particulier de 
deux coniques, d'autres expressions que nous allons faire 
connaître. 

La transversale SM rencontre la conique C en un second 
point M' auquel correspond sur <j un point rrJ \ et Ton a 

SM' 



S//î'==X 



M'P' 



Or, les quatre points S, fx, M, M' sont en rapport harmo- 
nique : donc 

SM _ pM _ MP 
SM'"" fxM'~" M'P'' 
ou 

SM _ SM' 
MP"~ M'P'' 

On conclurait de là que Sm = — Sm', c'est-à-dire que le 
point S est le centre de la conique a, si Ton n'avait pas 
donné lieu à ce résultat en prenant, dans cette vue même, 
la polaire du point S à TinCni. 

La relation harmonique des quatre points S, fx. M, M' 
s'exprime aussi par Féquation 

ou, en substituant aux segments fxS, /xM, jutMMes perpen- 
diculaires SK, MP, M'P' qui leur sont proportionnelles, 

1 I 1 

SK ~ MP ■*" Sirp'^ 



CUAP. IX.— CONIQUES HOMOLOGIQUES. 177 

D'après les valeurs ci-dessus de S m et S m', celle é(|ua- 
lion devient 

2X _ S/w S//i' 

SK "" SM '*"SWF' 
ou, parce que Sw = — S/n', 

2 X I I I 

sk; ' S^"~ sm"* sST* 
écrivons 



S/w "* \SM SM'/' 



On peut donner encore à l'expression de S/71 une autre 
forme. On a 

I __ SM^j-SM _ Mivr 

S^^"* SM.SM' "~''*SM.SM'* 

SoitOD le demi-diamètre de la conique C, parallèle à la 
transversale SM*, on sait que 

SM.SM' 



Donc 


OD 




• 


JllS 


it. [i*'\ 


;3! 




S//I 


= 


f* 


MM" 



«étant une nouvelle constante. 

Chacune des expressions (i), (2), (3) de Sw sert à con- 
struire, en partant d'une conique donnée, une conique ho- 
mologîque dont le centre coïncide avec le centre d'homolo- 
gie, pris arbitrairement. 

Chaque couple de droites conjuguées par rapport à la 
conique C, menées par le point S, est, en direction, un cou- 
ple de diamètres conjugués de la conique a (266, VI). Par 
conséquent la droite menée au centre de C, et la parallèle 
^là polaire du point S, sont, en direction, deux diamètres 
conjugués de a. Nous, appellerons Sa, S6 ces deux demi- 
Jiamctres. 
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272. Rapport des deux demi-dia/nctres conjugués Soc 
S6. On a (/f'g* '^9)9 parla formule (3) ci-dessus, 



ou 



„ Oa 

ba = a • = u. 

"^ aa' "^ 


Oa 




0^ 

2.S^ 


Sa Oa Sa 


Oa.Si! 


se 0^' Oa 


Ob 


a a.Se 

6 "~ ^2 





Introduisons, à la place de l'ordonnée Se, qui détermine 
position du point S sur Taxe «a', la distance de ce poi" 
au centre O. On a (49) 



Se 



2 2 

Ob Se 
Oa.Oa" S" ^^,_-. 




a V'a^-SÔ' 





Sfl.Se/' 

Donc 



Telle est l'expression du rapport des deux demi-diamè t ro 
conjugues Sa, Se. 

Cas de la parabole. 

273. Soit Sa [fig- no) le diamètre de la parabole, sur 
lequel se trouve le point donné S, et Sbb'Xdi corde parallèle 
à la tangente en a. Ces deux droites Sa, SA sont conju- 
guées par rapport à la parabole, et conséquemment seront 
les ^IhcciioTis de deux diamètres conjugués Sa, SS delà 
»fnologiquo (206, VI). Pour déterminer le rapprt 
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Je ces diamètres, on se sert de la formule (2). On a ainsi 



s«' 


= "8^' 


Sb')' 


= -(^ 


Sa 


a.S« 


S6~ 


Sb 



^'^ entre Sa et Se, il existe la relation 
S^ =/?,Sfl; 
P eta.nt le paramètre relatif au diamètre /i S (208). Donc 

Sa 2.S^ i/Sfl 

^ = = 2-—-. C. Q F T. 

S6 p ^p 

^*74. Les trois formules (i), (2), (3) pourraient se tra- 

^ire sous la forme de théorèmes relatifs à la description 

^t^e conique ayant pour diamètres conjugués les systèmes 

^ droites conjuguées par rapport à une conique donnée, 

^^^nées par un même point S quelconque. Nous n'énonçons 

I^^s ces théorèmes, parce qu'ils sont suffisamment indiqués 

t^^r les formules. Ils auront des applications^ ils conduisent 

lai considération des foyers, points très-importants dans 

^ théorie des sections, coniques, et qui cependant ne se 

^^ attachent que difficilement au cône dans lequel on a formé 

^^^s courbes à la manière des Anciens, ou à Téqualion de 

^'^escartes dans les Traités de Géométrie analytique (*). 



{*) Les trois formules (1), (2) et (3) s'appliquent aux surfaces du second 
^^rdre, et sont le sujet des §§ XIX-XXI, du Métaioire sur la Théorie des 
^ figures homographiques à trois dimensions, qui fait suite à V Aperçu histori- 
que, etc. (p. 783-805). 
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CHAPITRE X. 

FOYERS DES SECTIONS CONIQUES. 



§1- 

275. Une conique C étant donnée, on demande de 
déteiminer le centre dliomulogie S, de manière que la 
conique homologique a (270) soit un cercle. 

Pour satisfaire a la questiou, il suffit d'exprimer quç les 
deux demi-diamètres conjugués Sa, Se de la conique a 
(Jig> m) remplissent deux conditions ; qu'ils sont rectan- 
gulaires, et quHls sont égaux. 

La première condition exige que le diamètre OA sur le- 
quel est le point S, et son conjugué 06 soient les axes de la 
couique C; c'est-à-dire que nécessairement le centre d'ho- 
mologiç S est situé sur l'un des deux axes de C. 

La seconde condition 

Sa = Se, 

revient à 



v'- 



SO 



d'où SO=±v^fl»— K 



Cette valeur prouve que le point S est sur le grand axe de 
la courbe. 

Ainsi il existe sur le grand axe deux points S, S' qui sa- 
tisfont à la question^ leurs distances au centre sont égales 
à s/a'—b\ 

Dans l'hyperbole celte dislance est \/a* + J*, parce qu'on 

aurait 

Sg' _ b' 
—-_ --. 

SO - «' ^ 
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et 



a 



y/so'—/ 



6~ b 

D'où 

SÔ' — fl^ = 6', et SO = ±:v/«M^^ 

Les deux points S déterminés par cette équation sont 
nécessairement sur l'axe transverse de Thyperbole. Aucun 
point S de Taxe imaginaire ne saurait répondre à la ques- 
tion; parce que, cet axe étant jau dehors de la conique C, la 
conique <J relative à Tun quelconque de ses points est une 
hyperbole qui a pour asymptotes les deux tangentes à C me- 
nées de ce ùième point (270). Mais il existe sur Taxe imagi- 
naire deux points S pour lesquels l'hyperbole est équilatère^ 
leur distance au centre est SO = sja}-^ è*. 

Pour la parabole [fig* 1 12), il faut que le point S soit 
sur le diamètre A a: perpendiculaire à la tangente Ay, c'est- 
à-dire sur l'axe de la courbe; et l'équation de la parabole 
étant j^ = px^ la distance du point S au sommet est 

SA = ^(273). 

Ces points qui jouissent de la propriété d'être les centres 
de cercles homologiques à une conique, sont ceux qu'on a 
nommés yo^ery de la courbe, comme le montre, indépen- 
damment de toute autre propriété de ces points, la position 
qu'ils ont sur Taxe principal de la courbe. 

Les dfverses propriétés des coniques, auxquelles ces points 
donnent lieu, se vont déduire avec une grande facilité, des 
considérations qui précèdent. 

Propriétés des foyers. 

276. Deux droites conjuguées menées par un foyer y sont 
toujours rectangulaires. Car ces deux droites sont (266, VI) 
Jeux diamètres conjugues de la conique honiologique, qui 
it'iest un cercle. 
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Réciproquement : Si deux droites conjuguées, menées 
par un points sont toujours rectangulaires, ce point est un 
foyer. 

Car la conique homologique qui aura ce point pour cen- 
tre, sera un cercle, parce que tous ses diamètres conjugués 
seront rectangulaires. 

Cette propriété, qui pourrait servir à définir Xesfojers, a 
été connue de La Hire dans son grand Traité de i685 ('*'). 

277. Nous désignerons maintenant les foyers par la 

lettre F. Soit DL la polaire du foyer F {Jig> ii3); mp la - 

perpendiculaire abaissée du point m de la courbe sur cette 

F/w 
polaire. Le rapport est proportionnel au demi-diamètre 

delà conique homologique aqui a son centre en F. Or cette 
conique est un cercle^ donc 

F/w FA FA' 

— = const. = -— ou -—-;• 
mp DA DA' 

La polaire du foyer a reçu le nom de directrice. Donc : 
Les distances de chaque point d'une conique à unfojer 
et à sa directrice sont entre elles dans un rapport con- 
stant. 

Dans la parabole ce rapport est égal à Tuaité, parce que 

FA' FA 

le point A' étant à l'infini, -— = i • et de même, =— = i, 

abstraction faite du signe. • 

278. La distance d'un point à une droite s'exprime, en 

( *) Livre VIII, proposition XX III. C'est de ce théorème de De La Hire, que 
M. Poncelet, par une marche différente de celle que nous venons de suivre, 
a conclu que le foyer commun de deux coniques est un centre d'homologie des 
deux courbes; et dès lors, qu'un cercle décrit autour d'un foyer, comme 
centre, a ce point pour centre d'homologie avec la conique. Résultat qui. à 
cette époque, offrait un prand intérêt, par ses nombreuses conséquences. 
{Traite des Propiiclvs projrcliveSy p. afio cl suiv.} 
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Géométrie analytique^ par une fonction rationnelle du pre- 
mier degré des coordonnées de ce point. De sorte qu'on peut 
(lireqae : La distance de chaque point d'une conique à 
l'un des foyers s'exprime par une fonction rationnelle du 
premier degré des coordonnées de ce point. 

Les foyers sont les seuls points qui jouissent de cette pro- 
priété. En effet, si la distance Sfn de chaque point m d'une 
conique à un point fixe S s'exprime par une fonction ra- 
lionDelIc ax-f-Sy-f-y des coordonnées de m, cette distance 
se trouve proportionnelle à la distance mp du même point 
m à une droite fixe, qui a pour équation ax -f- 6j^ -h y = o . 
On a donc 

S//I 

— = const . 

mp 

Prenons sur le rayon S m le point m' tel, que 

S/7i' = > 9 

mp 
'c poiut m' sera sur une conique (270). Mais on a 

— = const. : donc S/7i'=: const.: 
mp 

donc cette conique est un cercle. Par conséquen t deux droi tes 
conjuguées de la conique proposée, menées par le point S, 
sont rectangulaires. Donc ce point est un foyer (276). 

279. Pour les extrémités d'un diamètre mm' [Jig» 1 13), 
ou voit immédiatement que 

mp 4- m'p' = 2 OD . 
Par suite, 

F//t -I- Y m' = const. 

Dans rhypcrbnlc, on a 

m' p' — mp = 2OD. 
Donc 

V m' — ïm :rr. const. 

Ces formules se traduisent pai- ces énonces : 
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Dans l^ ellipse y la somme des rajons ^vecteurs menés 
d'un foyer aux extrémiiés d^un diamètre est constante. 

Et dans r hyperbole, la différence des rayons "vecteurs 
menés d 'un foyer aux extrémités d *un diamètre est con- 
stante. 

Il est clair que la somme ou la différence des deux rayoDs 
vecteurs est égale au grand axe de la courbe. 

280. Si Ton considère les deux foyers F, F', le rayon 
vecteur mené du foyer F' au point m est égal et parallèle au 
rayon vecteur mené du premier foyer F au point m\ On 
peut donc dire que Fm di F/w' = const. Donc : 

La somme des rayons ^vecteurs menés des deux foyers 
d'une ellipse à un même point de la courbe, et la diffé- 
rence, dans l 'hyperbole, sont des quantités constantes, 

281 . On conclut de là que : Les rayons vecteurs menés 
des deux foyers à un point de l'ellipse ou de l'hyperbole 

font des angles égaux ai^ec la tangente en ce point, et 
par conséquent aussi av^ec la normale. 

En effet, considérons un point n infiniment voisin du 
point m (fig' "14)9 et abaissons les perpendiculaires nq^ 
nq' sur les rayons F'w, F/n. Dans le triangle rectaingle 
mnq.^ 

mq = mn . ces nmq. 

Pareillement, 

mq' =. mn . ces nmq' . 

Or mq est la différence des deux rayons F^m^F'n^ et mq' 
la différence des deux rayons F/i, Fm; de plus, ces deux 
différences sont égales, puisqu'on a 

Fm±F'm = F/?=t:F'/î; 
d'où 

F'm — F'/î =:±(F/7 — Y m). Donc cos^m^ ^rcos/i/w^'. 



t 



I 
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Donc les angles nniq^ nmq'j ou t! mV et iniY sont égaux. 
Oonc, etc. 

282. Dans laparabole (/îg. ii5), Fw = /np, Fnz=n/}' 
(277) ; donc 

Tm — F/? = mp — /i//, 
ou. 

/wy' = mp . 
I^ar conséquent 

co^ nmq =? cos nmq\ 

Oouc : Dans la parabole, la tangente fait des angles 
^S^^^x ai^ec le rayon vecteur mené au point de contact et 
^t^Gc une parallèle à l'axe. 

283. Dans Vellipse, et dans Vkyperbole, la tangente 
^* i€M. normale en un point forment un faisceau harmo- 
^^^^ue at^ec les deux rajons vecteurs menés à ce point, 

Gela est évident, puisque la tangente et la normale sont 
'^s bissectrices des angles formés par les deux rayons vec- 
^^virs (281). 

H suit de là que : Les points ou la tangente et la nor- 
^^^^i-Ie rencontrent le grand axe, sont conjugués harmo- 
^^^^ides par rapport aux deux fojers. 

Et jpar conséquent : Sien trois points d'une conique on 

^^^^r^e les tangentes et les normales à la courbe, ces six 

^^y^ites rencontreront le grand axe en six points qui seront 

^^* ini^olution. Les points doubles de Vini^olution sont les 

^^u^ foyers . 

^84. Dans la parabole, la tangente et la normale en 
^n point sont conjuguées harmoniques par rapport au 
^^yon vecteur et à la parallèle menée à l'axe par ce 
\oint (282). 

Il s'ensuit que : La tangente et la normale rencontrent 
l'axe de la courbe en deux points situés de part et d'au- 
tre, et à égale, distance du foyer. 
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285. Soit une conique, ellipse ou hyperbole, dont les 
foyers sont F, F' (^fig> ii6). Prolongeons le rayon Pi» 
d^une qiuntitë mG = mF, on aura 

F'G = AA' = const. (279). 

Le point G est donc sur une circonférence de cercle décrite 
du point P comme centre. 

La droite FG est perpendiculaire à la tangente en m, 
puisque cette Ungente est la bissectrice de Fangle FmG 
(â8l ). Le point u de la tangente est le milieu de FG. Par 
conséquent la droite Ou est parallèle à F'G et ^ale à 

-F'G = OA. Donc: 

Les pieds des perpendiculaires ahiussêes d^un foyer sur 
les tan genres d^une conique, sont sur le cercle dont le grand 
axe de la courbe est le diamètre. 

CoaoLLiiKE 1. — On conclut de là immédiatement que : 
Les pieds des obliques abaissées d^un foyer sur les tan- 
gentes, sous un même angle et dans un même sens de 
ix^tauon . sont aussi sur un cencfc. 

Car soit T%' une oblique; si Tangle uFv est constant, le 
rapport de ¥%* k F» est aussi constant. Par coitséqoent, si 
Ton pn^nd sur la perpendiculaire Tu une ligne F^'i ^ale à 
1 oblique Fr. le jvoint i\ sera sur un cercle. Mais on peut 
concevoir que co cercle tourne autour du point F, d'un 
anfi^lo égal k uVv : le point %\ viendra en r. Les points i', 
pieds dos obliques, sont donc sur iin cercle, 

CoROiXàiKit II. — Lc$ perpendicttlaires abaissées d'un 
foyer sur deu\ tangentes parallèles^ coïncident en direction 
cl ont leui^ pieds m. «' snr le mémo cercle; conséquem- 
mont on a 

F « . F « r^ consi . 
Ainsi : 

IjT prOi4n:f ,À .N iî#N*w /.. > éi (,n foyer à deux langent es 
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La perpendiculaire abaissée du secoud foyer sur la pre- 
mière tangente est égale à Fi/'; on peut donc dire que : 

Le produit des perpendiculaires abaissées des deux 
foyers sur chaque tangente est constant. 

Corollaire III. — Puisque Ou est parallèle à F' G, on 
en conclut que : 

Si du centre d^une conique on abaisse sur une tangente 
une oblique parallèle au rayon vecteur mené d\in foyer 
au point de contact, cette oblique est de grandeur con- 
stante, égale au demi- grand axe de la courbe. 

286. Dans la parabole, les pieds des perpendiculaires 
abaissées du foyer sur les tangentes sont situés sur la tan- 
gente au sommet. 

En effet, soient T et N (fig* 117) les points où la tangente 
etia normale en M rencontrent Taxe de la parabole ] on a 

FN = FT (284). 

Donc, u étant le pied de la perpendiculaire abaissée du 
foyer sur la tangente, uM = uT, Mais l'ordonnée MP est 
la polaire du point T-, le point A est dès lors le milieu du 
segment TP, et par suite, le point w, milieu de TM, est sur 
la tangente au sommet A. Donc, etc. 

Corollaire. — Si du foyer on abaisse sur chaque tangente 
une oblique Fm' faisant avec la perpendiculaire Fu un 
angle de grandeur constante^ cette oblique sera proportion- 
nelle à la perpendiculaire, et par conséquent le pied m' sera 
sur une droite. Donc : 

Les pieds des obliques abaissées dufoyerd^une parabole 
sur les tangentes, sous un même angle et dans un mênia 
sens de rotation, sont situés sur une droite. 

Cette droite est tangente à la parabole (60). 

287. Si autour d\in point V [fi g- 118) on fait tourner 
une corde aa', et que d'an foyer on mène les rnyo/is Fa, 
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Fa', on a entre les angles qu ils font ai^ec la droite FP, la 

relation 

tang - «FP . tang - a'FP = const. 

En effet, un cerclfe décrit du poiiitF comme centre sera 
homologique à la conique (275). Aux cordes Paa' corres- 
pondront, dans ce cercle, des cordes passant par un même 
point, et Téquation qu'il s'agit de démontrer aura lieu en 
vertu de ces cordes (G. *S., 700, CorolL). 

Corollaire. — Soient Fa^, ¥ a\ les bissectrices des 
deux angles a FF, a' FF. L'équation précédente devient 

tang «, FF. tang. a', FF = const. 

Ce qui prouve que les couples de droites Fai, Fa', sont 
en immolation (G. 5., 252, 3*^). Conséquemment ces droites 
sont, en direction, des diamètres conjugués d'une conique 
(172, 184). 

288. Si autour d'un point fixe on fait tourner une 
fransi^ersale qui rencontre une conique en deux points , la. 
somme algébrique des distances de ces points à un foyer y 
dii^isées respectii^ement par leurs distances à la polaire du 
point fixe y est constante. 

Cela résulte immédiatement du théorème (144), dans 
lequel on prend pour la droite fixe la directrice de la coni- 
que, et l'on remplace les distances des points de la courbe 
à cette droite par leurs distances au foyer. 

Il faut ici distinguer les signes comme au n^ 144. Non- 
seulement les distances des deux points de la courbe à la 
polaire du point fixe auront des signes dépendants des direc- 
tions suivant lesquelles ces distances seront comptées, mais 
aussi les deux rayons vecteurs-, car ils prendront les 
signes mêmes des deux perpendiculaires qu'ils remplacent. 

Dîiiis l'ellipse ot la parabole, ces perpendiculaires sont 
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toujours de même signe. Dans Thyperbole, elles sont de 
même signe, si les deux points de la courbe sont sur une 
seule branche, et de signes différents, si ces points sont 
sur les deux branches. 

289. Si autour A' un foyer on fait tourner une droite , 
qui rencontrera la courbe en deux points, la différence 
algébrique des valeurs in\^erscs des distances de ces points 
au foyer est constante. 

Dans Tellipse et la parabole où les deux points de la 
courbe sont situés de part et d'autre du foyer, c'est la somme 
des inverses des valeurs- absolues des deux distances, qui est 
constante. 

Et dans l'hyperbole, c'est la somme ou la différence^ 
suivant que la droite rencontre la courbe en deux points 
situés sur une même branche de la courbe, ou sur les deux 
branches. 

Cela résulte de la formule (2) du chapitre précé- 
dent (271). 

290. De même on conclut de la formule (3) que : 
Dans une conique les cordes qui passent par un foyer 

iontproportionnelles aux carrés des diamètres quvleursont 
parallèles. 

291 . Les rayons vecteurs menés d'un foyer à deux points 
'w, m' d'une conique [fig- 119)5 étant proportionnels aux 
perpendiculaires abaissées de ces points sur la directrice, 
sont aussi proportionnels aux segments /m, inil que la di- 
rectrice détermine sur la corde mm'. Conséquemmcnt le 
point i appartient à la bissectrice de l'angle des deux 
rayons vecteurs ou à la bissectrice du supplément de cet 
angle. 

On peut donc dire que : 

Quand on donne le foyer et deux points d\ine conique, 
la directrice correspondant à ce foyer passe par Vun des 
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deux points ou les bissectrices des angles formés par les 
rayons vecteurs menés aux deux points donnés, ren- 
contrent la droite qui joint ces points. 

De là résulte^une construction fort simple de la directrice 
d'une conique dont un foyer et trois points sont donnés, et 
par suite une construction de la courbe. 

Cette question admet quatre solutions dont une seule 
donne une ellipse ou une parabole, et les trois autres, des 
hyperboles. 

§ II. 

292. Les tangentes à une conique , menées par un foyer, 
sont deux droites imaginaires dont les points à Vinfini 
appartiennent à un cercle^ en d'autres termes, les deux 
tangentes sont les asymptotes d'un cercle. 

En effet, deux droites conjuguées menées par un foyer 
sont toujours rectangulaires, et peuvent être considérées 
comme deux diamètres conjugués d'un cercle (276) \ par con- 
séquent les deux droites relativement auxquelles elles sont 
conjuguées harmoniques, et qui sont les deux tangentes à la 
conique (IH), se trouvent par cela même les deux asymp- 
totes du cercle, ou les droites qui passent par les points du 
cercle situés à Tinfini. (G. 5., 651.) 

293. Les tangentes à une conique, menées par un foyer, 
sont les rayons doubles des deux faisceaux bomograpbîques 
formés par les rayons menés du foyer aux points où toutes 
les tangentes de la courbe rencontrent deux tangentes 
fixes (17). Donc, puisque ces rayons doubles sont les 
asymptotes d'un cercle, l'angle de deux rayons homologues 
est de grandeur constante (G. *$.^ 051). C'est-à-dire que : 

* L'angle qui a son sommet au foyer d'une conique et 
que sous-tend la partie d'une tangente comprise entre 
deux tangentes fixes, est de grandeur constante, quelle 
que soit cette tangente. 
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CoBOLLÀiRE. — Si la conique est une parabole, cet angle 
constant est égal au supplément de l'angle des deux tan- 
gentes, parce qu'il existe une tangente à Tinfini dont la 
partie comprise entre les deux tangentes fiies est vue du 
foyer sous cet angle supplémentaire (*). 

294. Regardons les deux foyers comme deux sommets 
opposés d'un quadnlatere circonscnf a la conique. Les deux 
points k Tinfini sur un cercle seront, d'après ce qui vient 
d'élre démontré (292), les deux autres sommets opposés, 
ou bien les deux points de concours des côtés opposés. Con- 
sidérons-les comme étant les deux points de concours des 
côtés opposés. Alors la seconde diagonale du quadrilatère 
sera le petit axe de la conique, qui est la polaire du point 
d'intersection du grand axe, ou première diagonale, par la 
droite, à Tinfini, qui joint les deux points de concours. Les 
deux autres sommets opposés du quadrilatère circonscrit 
seront donc deux points imaginaires situés sur le petit axe. 

Ainsi, Ton peut dire que : 

Les foyers d'aune conique sont les deux sommets réels 
flu quadrilatère imaginaire circonscrit à la courbe, et 
Jont les points de concours des côtés opposés sont les 
^eux points imaginaires situés à V infini sur un cercle. 

295. Cette propriété àes foyers pourrait servir de défi- 
nitioD de ces points. 

Sans doute, on ne saurait recommander ce choix dans 
une théorie des sections coniques bien ordonnée. Néan- 
moins la propriété est féconde et procure des démons- 
trations faciles de certaines questions, principalement 
dans la théorie des coniques homofocales, comme nous le 



C^) Ces théorèmes ont été démontres par d'autres cunsidéra lions dans 
le Traité des Propriélés projeclives de M. Poncelet. {Voir p. 267, 2G8.) 
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verrons (*). Nous allons donner dès ce moment un exemple 

des usages que Ton peut faire de cette notion.. 

Rappelons d'abord que les deux points imaginaires à IHn-- 
fini sur un cercle, sont coiijugués harmoniques par rapport 
aux deux points où deux droites recungulaires quelconques 
HMiconlrcnt la droite située à TinEni. Cela est évident, 
puisque les deux points du cercle, à Tinfini, sont les points 
do contact des asymptotes du cercle, lesquelles sont les 
rayons doubles de Finvolution formée par les couples de 
diamètres recungulaires (lH). 

Réciproquement, quaud les deux points de rencontre 
do deux droites et de la droite située à l'infini sont conju- 
gués harmoniques par rapport aux deux points du cercle, 
situés à l'infini, ces droites sont rectangulaires. 

296. Cela posé : Si d'un point on mène deux tangentes 
à une conique et les bissectnces de leurs angles^ ces bis- 
sectrices seront les mêmes que celles des angles des deux 
droites menées du point auxjoyers, 

Eln effet* les deux tangentes à la conique^ les deux droites 
menées aux foyers^ et les deux menées du même point aux 
l^oiuts do concours dos côtés opposés du quadrilatère cir- 
ix>nscrit qui a pour sommets les deux foyers^ forment trois 
»x>uplos do droites on invotution (27). Les deux rayons 



/"^ En d«lK>r^do I* Uiei>rto des oAniquw, eett« noUoa d'an point appeltsig^ 
,t<^>rr« d'oà lartttnt denx Un^entes imaginaires d'ane conibe, qui sont Je^^ 
«»rin|i«cl<« d'an <vv>rlr. a TaTanUj^^ de s'appliqner amx ooailies d'an ordi — ^^^ 
qaelconqae. La cMK>(t^Uon en est dae an savant géonMtre et pkfsiden <^^^ 
Benn^ M. Dw^er, qui U dérivait directement de Teqaation 

des dea\ dtxHKft ima^nairets dent il s'^t. Teir : Té^r tcJekf Pmmcte, ^g 

Vk Ciir>(«r)i rincr hr^nn On^wi^ ^ît Àcr sm*eyiUiin, •ârm Brrm^mmeUn ^^ 
K<yr>îwkw,w /iWjffirwW^ Jitkfn4ii df M^t^urmetf^mts de Cf«lle, t« X 
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doubles de rinvolution sont deux droites coiijuf^ées har- 
moniques par rapport aux deux droites de chacun des trois 
couples. Ces deux droites diviseront donc harmoniquement 
la droite qui joint les points de concours des côtés opposés 
du quadrilatère : elles sont donc rectangulaires. Or deux 
droites rectangulaires, conjuguées harmoniques par rap- 
port à deux autres, sont nécessairement les bissectrices des 
angles formés par celles-ci (G. aS., 80). Le théorème est 
donc démontré. 



i3 
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un angle de grandeur constante, parce qu'elles seront paral- 
lèles aux deux Fa, Fa'. Donc le point autx)ur duquel tournent 
ces droites est un foyer de la nouvelle conique (293) (*). 

Observation. — Le plan de la figure étant donné de 
position dans l'espace, on peut prendre arbitrairement 
le plan sur lequel on veut faire la perspective de la co- 
nique C, de manière que le point donné F devienne le foyer 
de la nouvelle courbe. 

Car il suffira que la droite L soit parallèle à la trace de 
ce plan sur celui de la conique. 

Conséquences du problème précédent. 

298. Le point F étant donné, on pourra prendre la 
droite L, de manière à satisfaire à diverses conditions. 

La conique en perspective sera une ellipse, une parabole 
ou une hyperbole, selon que cette droite sera extérieure à 
la conique proposée, ou tangente, ou sécante. 

1° Si Ton veut que la conique devienne en perspective 
un cercle, ayant pour centre la perspective du point F, on 
prendra pour la droite L, la polaire du point F. .Car alors 
la perspective de ce point sera tout à la fois le foyer et le 
centre de la nouvelle conique, et par conséquent cette 
courbe sera un cercle. 

a° Si Ton veut que le point F devenant le foyer de la 
nouvelle conique, un point G en devienne le centre, on 
prendra pour la droite L la polaire du point G. 

3° Si l'on veut que le point F devenant toujours le 
foyer de la nouvelle courbe, celle-ci soit une parabole dont 



{*) Les deux points P, P', dans cette seconde solution, sont les mêmes 
que dans la première. Car ces points dépendent uniquement des points 
doubles des deux divisions homographiqucs que Ton considère sur la 
droite L (G. S., I7i) : etces points doubles sont les mêmes dans les deux cas, 
parce qu'ils appartiennent aux deux tangentes de la conique donnée, qui 
partent du point F. 
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le sommet corresponde à un point A de la conique pro- 
posée, on mènera la droite FA, qui rencontre la conique 
en A', et Ton prendra pour la droite L la tangente en A'. 

4® Si Ton veut que la conique devienne une hyperbole 
équilatère, on prendra pour L une droite rencontrant la 
conique proposée en deux points «, a situés sur deux 
droites conjuguées menées par le point F. Ces points a, a' 
donneront en perspective deux points situés à rinfiui, con- 
séquemment sur les asymptotes de la nouvelle conique 5 ces 
asymptotes seront parallèles aux perspectives des deux 
droites F«, Fa', perspectives qui seront rectangulaires, 
puisque ces droites sont conjuguées. La nouvelle courbe 
sera donc une hyperbole équilatère. 

5® Enfin,on demande de^hz/ï? /a ^er5y9ec//Ve de manière 
que deux points donnés F, F' dei^iennent les foyers de la 
nouvelle courbe. 

Les deux points F, F' sont nécessairement intérieurs à la 
conique C. La droite FF' rencontre cette courbe en deux 
points A, A'. Soient G, G' les deux points qui divisent 
barmoniqnement les deux segments FF', A A', et dont 
l'un, G, est intérieur à la conique. Il suffit de faire la per- 
spective de manière que l'un des deux points donnés F, 
F', devienne un foyer de la nouvelle conique, et que le 
point G en devienne le centre (2°). Le problème sera résolu. 

On résoi^ra avec la même facilité plusieurs questions 
relatives encore aux foyers, mais concernant deux coniques, 
au lieu d'une seule. Ces questions se présenteront plus tard, 
quand nous aurons traité de diverses propriétés du système 
de deux coniques (Chap. XV, § IV). 

§ n. — Conique homologique, 

299, Étant donnés une conique C, une droite L et Un 
point F, on demande de construire une conique homolo^ 
gique dans laquelle le point homologue à F soit un foyer 
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de la courbe^ et la droite homologue à L soit à F infini. 
Il suffit de prendre pour centre d'homologie S (fig^ iolo) 
un des deux points P, P' déterminés ci-dessus (297) \ et 
sur le rayon Sw mené à un point de C, un point m' dé- 
terminé par 

mp 

mp étant la distance du point m à la droite L. Le lieu du 
point m' sera une conique liomologique à la proposée (269) 5 
et le point F' pris sur SF, à la distance 

Fq 

F q étant la distance du point F à la droite L, sera le foyer 
de la nouvelle conique. 

En effet, à deux droites conjuguées Fa, Fa, dans la co- 
nique proposée correspondront deux droites conjuguées dans 
la nouvelle conique (266, VI)*, et celles-ci seront rectan- 
gulaires. Car elles rencontreront la droite à Tinfini, corres- 
pondante à L, en deux points situés sur les rayons Sa, Sai, 
a, «1 étant les points où Fa, Fa, rencontrent L-, c'est-à- 
dire qu'elles seront parallèles à Sa, Sa,, et conséquem- 
ment rectangulaires. Ce qui prouve que le point F' «st 
le foyer de la courbe (276). 

On verra sans difficulté comment cette construction 
d'une conique homologique s'appliquera aux différentes 
questions dans lesquelles on a fait ci-dessus (298) la per- 
spective d'une conique. 

Du reste, on ramène, si I'oîj veut, la construction d'une 
conique homologique à celle d'une conique en perspective 
avec la conique proposée, par cette simple considération, 
que deux figures homologiques se placent en perspective, 
si l'on fait tourner le plan de l'une autour de l'axe d'homo- 
logie. (G. S., 369.) 
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le sommet corresponde à un point A de la conique pro- 
posée, on mènera la droite FA, qui rencontre la conique 
en A', et Ton prendra pour la droite L la tangente en A'. 
4® Si Ton veut que la conique devienne une hyperbole 
équilatère, on prendra pour L une droite rencontrant la 
conique proposée en deux points «, a situés sur deux 
droites conjuguées menées par le point F. Ces points a, iJ 
donneront en perspective deux points situés à riiifiui, con- 
séquemment sur les asymptotes de la nouvelle conique; ces 
asymptotes seront parallèles aux perspectives des deux 
droites Fa, Fa', perspectives qui seront rectangulaires, 
puisque ces droites sont conjuguées. La nouvelle courbe 
«era donc une hyperbole équilatère. 

5® Enfin,on demande de^h/rc /a ^er5y9ec//Ve rfc; manière 
que deux points donnés F, F' dei^iennent les foyers de la 
Nouvelle courbe. 

Les deux points F, F' sont nécessairement intérieurs à la 
Conique C. La droite FF' rencontre cette courbe en deux 
points A, A'. Soient G, G' les deux points qui divisent 
harmonjquement les deux segments FF', AA', et dont 
l'un, G, est intérieur à la conique. Il suffit de faire la per- 
spective de manière que l'un des deux points donnés F, 
I^', devienne un foyer de la nouvelle conique, et que le 
point G en devienne le centre (2°) . Le problème sera résolu. 
On résoi^ra avec la même facilité plusieurs questions 
l'clatives encore aux foyers, mais concernant deux coniques, 
Julien d'une seule. Ces questions se présenteront plus tard, 
cjuand nous aurons traité de diverses propriétés du système 
de deux coniques (Chap. XV, § IV). 

§ n. — Conique homologique, 

299. Etant donnés une conique C, une droite L et iin 
^oint F, on demande de construire une conique homolo- 
^yque dans laquelle le point homologue h F soit un foyer 



ki 
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De CCS deux équations on conclut 

Kol.Kol' _ Ag.A6^ 
Ba.Ba' ^ B6.B6'' 

équation d'învolution entre les trois couples de points A, 
B; a, û/ et 6, 6'. Donc, etc. 

301 . Si la transversale est tangente aux deux coniques, 
les deux segments ac^^ bb' se réduiront aux points de con- 
tact, qui seront les points doubles de Tinvolution 5 c'est-à- 
dire que ces deux points diviseront harmoniquement cha- 
cun des deux segments c</, dd\ Donc : 

Quand deux coniques sont circonscrites à un quadrila- 
tère, si on leur mène une tangente commune, les points 
de contact sont conjugués harmoniques par rapport aujC 
deux points de section de la transv^ersale par deux côtés 
opposés du quadrilatère. 

302. Quand trois coniques sont circonscrites à un qua- 
drilatère, toute transversale les rencontre en six points 
qui sont en involution. 

En effet, soient aa'^ bV , ce' les segments formés sur la 
transversale par les trois coniques, et dd'^ ee' les segments 
formés par les deux systèmes de côtés opposés. Ces deux 
segments déterminent une iuvolution à laquelle appartient 
chacun des trois segments aa', bb\ cd , d'après le théorème 
de Desargues (20). Donc ces trois segments forment eux- 
mêmes une involution (G. «S., 196). Donc, etc. (*). 

303. De là dérive la solution de cette question : 
Étant données deux sections coniques, mener par un 

point une troisième conique qui passe par les quatre points 
d'intersection des deux premières. 

{*) C'est à M. Sturm qu'est dû ce théorème important, qu'il a démontre 
dans les Annales de Mathématiques de M. Gergonne, t. XVIÏ, p. i8oj année 
1856-37. 
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Par le point donné P on mènera arbitrairement une 
transversale qui rencontrera les deux courbes en des points 
a, cl et 6, V • On prendra sur la transversale le point P' 
qui forme avec les cinq a, a', i, è' et P une învolution ; ce 
point appartiendra à la conique demandée. 
On construira ainsi cette courbe par points. 
Corollaire. — Si le point P est situé sur une corde 
commune aux deux coniques données, il est clair que le 
lieu des points P' sera une droite qui avec la corde com- 
mune formera la conique demandée; et cette droite sera 
une seconde corde commune aux deux coniques. De sorte 
qu'on peut dire que : Quand on connaît une corde com^ 
mime à deux coniques ^ on en détermine immédiatement 
une seconde. 

304. On conclut du théorème (302) que : 

Quand trois coniques passent par quatre points, si 
l'on mène une tangente à l'une déciles, son point de con- 
tact est un des points doubles de l ^involution déterminée 
par les quatre points d'intersection des deux autres co- 
niques et de cette tangente. 

305. D'où résulte la solution de ce problème : 

Etant données deux coniques et une droite, décrire une 
troisième conique qui passe par les points d'intersection 
^s deux premières et soit tangente à la droite. 

Il y a deux solutions. 

§11. — Faisceau de coniques circonscrites à un 
quadrilatère. 

306. Quand plusieurs coniques ont quatre points com- 
muas (réels ou imaginaires), les segments qu'elles inter- 
ceptent sur une transversale quelconque sont en involu- 
lion (302). Conséquemment il existe deux points (réels ou 
imaginaires) qui divisent harmoniquement chacun des 
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segments (G. S., 205). Ces points sont conjugués par rap- 
port à chaque conique (103). I>on€ : 

Quand plusieurs coniques ont quatre points communs, 
il existe sur une trans\^ersalc quelconque deux points 
(réels ou imaginaires) conjugués par rapport à toutes 
les coniques. 

307. Si la transversale est située à Tinfini, les <leax 
points conjugués communs à toutes les eoniques seront les 
extrémités de deux diamètres conjugués de chacune d'elles 
(168). Donc : 

Toutes les coniques qui passent par quatre points ont un 
système de diamètres conjugués parallèles entre eux, le- 
quel système peut être imaginaire. 

Si Tune des coniques est une ellipse, les diamètres con- 
jugués parallèles sont réels : car le segment intercepté par 
l'ellipse sur la droite à Tinfîni est imaginaire, et dès lors, 
quel que soit le segment formé par une autre courbe, 
les deux points conjugués harmoniques par rapport aux 
deux segments seront réels (G. -5., 77). Mais si deux des 
coniques sont des hyperboles, ces deux points, et consé- 
quemment les diamètres conjugués parallèles, pourront 
être imaginaires^ ce qui aura lieu si les deux segments em- 
piètent l'un sur l'autre (G. S., 210). 

On peut substituer à la considération de ces segments 
celle de deux angles ayant le même sommet et les côtés pa- 
rallèles aux asymptotes des deux hyperboles. Alors on dira 
que les diamètres conjugués parallèles seront réels ou ima- 
ginaires, selon que les deux angles n'empiéteront pas ou 
empiéteront l'un sur l'autre. Au lieu de ces angles formés 
par des parallèles aux asymptotes de deux hyperboles, on 
peut considérer les angles formés par des parallèles aux 
couples de côtés opposés du quadrilatère inscrit aux co- 
niques, et vérifter si ces angles empiètent ou n'empiètent 
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pis l'un sur Tantre. On reconnaît sans diflicuUc que, dans le 
premier cas, le quadrilatère a un angle rentrant, et que, 
dans le second cas, il a ses quatre angles saillants. 

U résulte de là que par quatre points formant un qua- 
drilatère à angle rentrant on ne peut faire passer ni une 
dlipse ni une parabole. 

308. Quand plusieurs coniques ont quatre points com- 
muns (réels ou imaginaires), les polaires d'un autre point 
quelconque, relatives à ces cowbeSy passent toutes par un 
même point. 

Soit P le point dout on prend les polaires, et P'ie point 
f intersection des polaires relatives à deux des coniques, 
A, B. Je dis que la polaire relative à une troisième C 
passe par ce point P'. En eflet, les deux points P, P' sont 
conjugués par rapport aux deux coniques A, B (103), et 
conséquemment par rapport à la troisième C (306). Donc 
le point P' appartient à la polaire du point P relative à la 
conique C. c. q. f. d. (*) 

Ce théorème s^applique à chaque système de deux droites 
passant par les quatre points d'intersection des deux co- 
niques proposées, parce que Tenscmblede ces deux droites 
peut être considéré comme une conique passant par les 
points d'intersection des autres courbes. 

Corollaire. — Si le point P est à l'infini, sur une droite 
L, ses polaires seront les diamètres des courbes, conjugués 
à la direction de cette droite. Donc : 

Quand plusieurs coniques sont circonscrites à un qua- 
drilatère, les diamètres de ces courbes, conjugués à une 
"ï^me droite, passent tous par un même point. 

309. Quand plusieurs coniques sont circonscrites à un 

\) Ce tbéorème, bien connu, a été démontré en premier lieu par 
■• Lamé, dans son ouvragée intitulé : Examen des diJférenCes méthodes em~ 
V^oyées pour résoudre les problèmes de Ccométric. Paris, 1818, in-8. 
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quadrilatère y si un point P glisse sur une droite L, le point 
de concours P' des polaires de ce points relatii^es à toutes 
les coniques (308), décrit une conique^ 

Cette courbe est aussi le lieu des pôles de la droite L 
relatifs à toutes les coniques ; 

Elle passe par le point de rencontre des deux diago- 
nales du quadrilatère et par les points de concours des 
côtés opposés. 

Il suffit de considérer deux des coniques A^ B, puisque 
les polaires d'un point, relatives à toutes ces courbes, pas- 
sent toutes par un même point. 

Or, les polaires des différents points de la droite L relatives 
aux deux coniques A, B, polaires qui passeront respective- 
ment par les pôles de cette droite, formeront deux faisceaux 
homographiques, parce que le rapport anharmonique des 
polaires de quatre points, dans chaque conique, sera le 
même, étant égal à celui des quatre points (117). Donc les 
polaires correspondantes dans les deux faisceaux se coupe- 
ront sur une conique 2 qui passe par les pôles de la droite L 
relatifs aux deux coniques A, B, et, par conséquent, par 
les pôles de cette droite dans toutes les coniques. 

Cette conique passe par le point de rencontre des deux 
diagonales du quadrilatère. Car ce point est, dans toutes 
les coniques, le pôle de la droite qui joint les points de 
concours des côtés opposés. Or les polaires du point de 
rencontre de L et de cette droite passent toutes par ce pôle, 
qui se trouve dès lors sur la conique 2. 
Le théorème est donc démontré (*). 
Corollaire. — Si la droite L est à Tinfini, on en conclut 



( *) M. Poncelet a démontré le théorème par d'autres considérations, pour 
un système de cercles qui ont une sécante commune, et l'a étendu ensuite, 
par voie de perspective, à. un système de coniques ayant quatre points com- 
muns (réels ou imaginaires). Voir Traité des Propriétés projectives, pages /jf) 
el io8. 
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que : Toutes les coniques qui passent par quatre points 
donnés [réels ou imaginaires)^ ont leurs centres sur une 
conique, 

310. La conique 2^ lieu des centres de toutes les co- 
niques qui passent pai' quatre points A, B, C, D, passe 
par le milieu de chaque côté ou diagonale du quadrilatère 
qui a pour sommets ces quatre points. 

En effet, parles iroîs points A, B, C on peut faire pas- 
ser une conique dont le centre soit au milieu de AD : elle 
passera par le quatrième point D. Donc le milieu de AD 
est un point de la conique S. 

3H. Le centre de la courbe Z est le point de croise- 
ment des droites qui joignent les points milieux des côtés 
opposés du quadrilatère. 

Cela résulte de ce que la conique passe par les six points 
milieux. 

Coniques inscrites dans un quadrilatère. 

312. Aux théorèmes démontrés dans les deux paragraphes 
précédents, concernant des coniques circonscrites à un 
quadrilatère, correspondent des théorèmes relatifs à des 
coniques inscrites dans un quadrilatère. Comme les dé- 
monstrations sont tout à fait semblables à celles qui pré- 
cèdent, aous énoncerons simplement ces nouveaux théo- 
rèmes dans les deux paragraphes suivants. 

S ni. — Propriétés de deux et de trois coniques inscrites 
dans un quadrilatère, 

313. Quand deux coniques sont insentes dans un qua- 
àrilatère, si d'un point quelconque on mène des tangentes 
oux deux courbes et deux droites aboutissant à deu,r 
sommets opposés du quadrilatère, ces trois couples de 
^f^Ues sont en immolation. 

Les tangentes à chacune des deux coniques peuvent être 
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imaginaires, de même que dans le théorème (27) relatif à 
une seule conique inscrite dans un quadrilatère. Les rela- 
tions d'involution ont toujours lieu entre les trois couples 
de droites. 

314. Si le point par lequel on mène les tangentes aux 
deux coniques est un de leurs points d'intersection, les 
deux tangentes à chaque courbe se confondront en une seule, 
qui sera l'un des rayons doubles de Tinvolution. Il s'ensuit 
que : 

Quand deux coniques sont inscrites dans un efuadri- 
latère, les tangentes en un de leurs points d* intersection 
fojment un Jaisceau harmonique oa^c les deux droites 
menées de ce point à deux sommets opposés du quadri- 
lut ère. 

On peut encore dire que : Les tangentes aux deux co* 
niques en un de leurs points d^ intersection , div^isent har- 
moniquement chacune des diagonales du quadrilatère 
circonscrit. 

315. Quand trois coniques sont inscrites dans un qua- 
drilatère, les tangentes menées d*un point à ces trois 
courbes forment trois couples de droites en immolation, 

316. De ce théorème résulte la solution du problème 
suivant : 

Étant données deux coniques et une droite, décrire une 
troisième conique qui soit inscrite dans le quadrilatère cir- 
conscrit aux deux proposées, et tangente à la droite. 

Par chaque point de la droite on mènera des tangentes 
aux deux coniques et une droite faisant avec la droite don- 
née un troisième couple en involution avec les deux cou- 
ples de tangentes. Cette droite sera tangente à laconique 
demandée. 

317. Si la droite donnée passe par un des sommets du 
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<{uadrilatère circonscrit aux deux coniques, toutes les 
droites construites comme tangentes à la conique cherchée 
passeront par le sommet opposé (313). Il s'ensuit que la 
conique qui satisfait à la question est inGuiment aplatie, et 
qu elle est représentée par la diagonale du quadrilatère qui 
Joint ces deux sommets (32). 

318. On conclut de là que : Quand on connaît le point 
de concours de deux tangentes communes à deux coniques 
(tangentes réelles ou imaginaires), on détermine immé" 
diatement le point de concours de deux autres tangentes 
communes (réelles ou imaginaires), 

319. Le théorème (315) entraîne celui-ci : 

Quand trois coniques sont inscrites dans un quadrila* 
tère, la tangente en un point de Vune est un des rajons 
doubles de Vinx^olution déterminée par les deux cou- 
ples de tangentes menées par ce point aux deux autres 
courbes. 

320. De là résulte la solution de ce problème : 

Étant donnés deux coniques et un point, décrire une 
conique qui soit inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux 
deux proposées, et qui passe par le point donné. 

Que par ce point on mène les tangentes aux deux co- 
iiiques : chacun des rayons doubles de Tinvolution déler- 
Hilnée par ces deux couples de droites sera une tangente à 
Une conique satisfaisant à la question, qui admet donc 
deux solutions. 

321 . Quand trois coniques sont inscrites dans un qua- 
dlrilatère, les tangentes menées à deux de ces courbes par 
14/» de leurs points d^ intersection , sont conjuguées har- 
^no niques par rapport aux deux tangentes menées du 
^nême point à la troisième conique. 

Conséquence de la relation d'involution exprimée par le 
Théorème (315). 



\ 
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§ IV. — Système de coniques inscrites dans un quadrilatère, 

322. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un 
quadrilatère (réel ou imaginaire), les couples de tangentes 
à ces courbes, menées d^un même point, sont en involu- 
tion (315). Il s'ensuhqaepar chaque point on peut mener 
deux droites (réelles ou imaginaires) conjuguées par rap^ 
porl à toutes les coniques. Ces droites sont les rayons dou- 
bles de Tinvolution. 

323. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans le 
même quadrilatère, les pôles d'une droite quelconque sont 
situés en ligne droite. 

Ce théorème s'applique aux diagonales du quadrilatère, 
ainsi qu'à la droite qui joint les points de concours des 
côtés opposés, considérées comme trois coniques infiniment 
aplaties inscrites dans le quadrilatère (32). 

Corollaire. — Si la droite dont on prend les pôles est à 
l'infini, on en conclut que : 

Toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère ont 
leurs centres sur une même droite. 

Ce théorème a été démontré par Newton dans le pre- 
mier livre des Principes de la Philosophie naturelle 
(Lemme XXV, Coroll. III). 

324. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un 
quadrilatère, si autour d'un point fixe on fait tourner une 
transi^ersale, la droite lieu des pôles de cette transiter' 
sale (323) enveloppe une conique; 

Cette courbe est aussi t enveloppe de toutes les polaires 
du point fixe relativ^es aux coniques proposées; 

Elle est tangente aux deux diagonales et à la droite 
qui joint les points de concours des côtés opposés du 
quadrilatère circonscrit aux coniques (*). 

^*) Ce théorème et le précédent se trouvent, comme conséquences des 
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^ V. — Rapport anhnnnonUpœ de quatre coniques 
circonscrites ou inscrites à un quadrilatère, 

323. Quand quatre coniques passent toutes par quatre 
points {réels ou imaginaires)^ les polaires d'un point P 
[gui concourent en un même point P' (3()8)J, ont un rap- 
port anharmonique constant y quel que soit le point P. 

En effet, les polaires d'un autre point Q roncourent aussi 
en un point Q', et rencontrent, respeclivement, les pre- 
mières en; quatre points qui sont les pôles de la droite PQ 
relatifs aux quatre coniques. Mais ces pôles sont sur une 
conique à laquelle appartiennent aussi les points P\ (^': 
cette conique est le lieu du point de rencontre des po- 
laires d^ un point qui décrirait la droite PQ (309). Donc 
les quatre droites issues du point P' ont leur rapport 
anharmonique é^al h celui des quatre droites issues du 
point Q' (-4). • c. Q. F. D. 

Corollaire. — Il suit de là que : Si par l'un des points 
d^ intersection des quatre coniques on leur mène des tan- 
gentes^ le rapport anhannonique des quatre tangentes sera 
ie même pour chacun des quatre points d'intersection des 
coniques. 

Observation. — Nous aurons à employer souvent dans 
la-^nite ce rapport constant, relatif à quatre coniques cir- 
<'onscriles à un quadrilatère-, nous l'appellerons rapport 
enharmonique des quatre coniques ^ comme nous l'avons 
^éjà fait dans quelques recherches précédentes (*). Il existe 
plusieurs autres propriétés des quati*e coni([ues, qui don- 
ïïenilieuàun rapport anharmonique, soit de quatre points. 



théorèmes ( 308 et 309), en vertu de la théorie des polaires réciproques, dans 
^^ Traité des Propriétés projet tives, p. 220. 

(*) Voir Comptes re*idus des séances de l'Académie des Sciences, t. XXXVII, 
P ^7»; année 1853. 

'4 
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soit de quatre droites, égal à celui des quatre courbes : nous 

les ferons connaître ultérieurement. 

326. Quand quatre coniques sont inscrites dans un qua- 
drilatère ^ les pôles d 'une droite quelconque, lesquels sont 
en ligne droite (323), ont leur rapport anharmonique con- 
stant, 

La démonstration de ce théorème peut être imitée de la 
précédente. 

CoKOLLAïuE. — Il suit du théorèmc que: Le rapport an- 
harmonique des points de contact des quatre coniques 
av^ec un des côtés du quadrilatère circonscrit a toujours 
la même valeur, quel que soit ce côté, et est égal au rap^ 
port anharmonique des pôles d'une droite. 

Nous appellerons rapport anharmonique de quatre co- 
niques inscrites à un quadrilatère, ce rapport constant. 

Nous trouverons diverses autres expressions de ce rap- 
port anharmonique des quatre coniques. 
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CHAPITRE XIII. 

DES CORDES COMMUNES A DEUX CONIQUES. - SYSTÈME DE 
TROIS POINTS CONJUGUÉS COMÎilUNS AUX DEUX COURBES. 



§ I. — ^ Corrles communes a deiiT coniques, 

327. Nous appellerons cor rie commune à deux coniques 
tome droile dont les points d'inierseclion (réels ou ima- 
ginaires) avec Tune et avecTaulre conique sont les mêmes. 

Quand une droite est une corde commune à deux co- 
niques, les polaires de chaque point de cette droite se ren- 
contrent sur la droite même : cri d'autres termes, les deux 
coniques ont les mêmes systèmes de deux points conjugués 
'"^ur cette droite. 

Eq effet, les polaires d'un point P de la corde commune 
passent par le point P' conjuiçué harmonique de P par rap- 
port aux deux points (réels ou imaginaires) communs aux 
deux coniques sur cette droite (103). 

Réciprocjuement : Si^ dans le plan de deux coniques^ il 
fixiste une droite dont deux points soient tels, que les po- 
laires de chacun se coupent sur cette droite même, cette 
droite est une corde commune aux deux coniques. 

En effet, soient P, Q deux points de la droite^ P' le 
point de rencontre des polaires du point P; et Q' le point 
de rencontre des polaires du point Q. Les deux points P, 
P'sont conjugués par rapport à chacune des deux coniques, 
ainsi que les deux points Q, Q'. Donc les points de chacune 
des deux coniques situés sur la droite sont les deux points 
(réels ou imaginaires) qui divisent harmoniquement les 
deux segments PP', QQ'. Donc la droile est une corde 

.4. 
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(ommiino : par suite, les polaires de chacun de ses points 

se rencontrent sur la droite même. 

A raison de cette propriété des cordes communes à deux 
coniques, c'est-à-dire de la coïncidence des deux points où 
les polaires de chaque point d'une corde rencontrent cette 
corde, nous leur donnerons aussi le nom S' axes de sym^^ 
ptôse que nous avons proposé, il y a longtemps (voir An- 
nales de Mathématiques de M. Gergonne, t. X\ III, p. 285), 
et qui depuis a été employé par plusieurs géomètres. Ce n'est 
pas que le terme corde commune ne puisse suffire dans la 
théorie des coniques planes : mais il ne peut être transporté 
aux coniques sphériques, ni aux surfaces du second ordre; 
et c'est surtout en vue de ces courbes et de ces surfaces, 
pour conserver une nomenclature uniforme, que nous pour- 
rons employer l'expression à! axes de symptose. 

328. he point d'intersection de deux cordes communes 
à deux coniques a la même polaire dans les deux courbes. 

Car les polaires de ce point dans les deux courbes se 
rencontrent tout à la fois sur les deux cordes (327), ce qui 
exige qu'elles se confondent. 

Réciproquement : Quand un point a la même polaire 
dans deux coniques ^ ce point est l'intersection de deux 
cordes communes aux deux courbes, ou bien il représente 
une conique infiniment petite qui satisfait aux conditions 
d'une conique passant par les points d'intersection [alors 
imaginaires) des deux coniques proposées . 

En effet, que par le point P, qui a la même polaire dans 
les deux coniques, on mène une transversale qui rencontre 
cette polaire en un point P', et les deux coniques en des 
points tf, a' et è, £'. Les deux points P, P' sont conjugués 
harmoniques par rapport à a et a', et à 6 et b\ Donc chacun 
d'eux forme une involulion avec les deux couples a, a' 
et b^ b^ [G. S,^ 194). Ce qui prouve que la transversale 
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est tangente en P à la conique délermioée par ce poini cl 
les quatre points d'intersection des deux coniques propo- 
sées (303). 

Toute autre transversale inmée par le point P sera dv 
même tangente à la conique, c'csl-à-dire qu'elle la rencon- 
trera eu deux points qui se confondent en un seul. On en 
conclut que la conique qui passe par le point P et par les 
points d'intersection des deux proposées est ou Tensemble 
de deux droites, ou un simple point, qui représente une 
conique infiniment petite. 

329. Nous avons vu que deux droites peuvent représen- 
ter une section conique, c'est-à-dire que leur ensemble pos- 
sède certaines propriétés caractéristiques des sections coni- 
ques (31). 

Il est aisé de concevoir qu'un point représente une co- 
nique infiniment petite, et de se faire une idée de ce que 
sont les points d'intersection (imaginaires) de cette coni- 
que et d'une droite arbitraire. 

Soit une ellipse 2. Regardons- la comme le lieu des 
points d'intersection des rayons homologues de deux fais- 
ceaux homographiques ayant leurs sommets en deux points 
A, A', extrémités d'un diamètre de la courbe. Les points 
de section par une droite L sont les points doubles des deux 
divisions homographiques que les coi-des A/?/, A'm mar- 
quent sur cette droite (12). 

Si l'on prend une ligne aa^ infiniment petite, parallèle 
à AA', et qu'autour des points r/, a' on fasse tourner deux 
droites parallèles aux deux cordes A//i, A'/?/, elles se coupe- 
ï^ntsur une conique homolhétique à 2 (*) ; et, à la limite, 
^ù la ligne aa^ devient nulle, cette conique se réduit à 
^n point. Des droites menées par ce point, parallèlement 



(*)0n appelle figures homothi tiques deux li^wras scmhlahlcs n srmhlohlr- 
"ffni placées. 
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aux couples de rayons homologuer A m, A! m forment deux 
faisceaux homographiques, et leurs traces sur ia droite L 
deux divisions homograpbîques, dont les points doubles sont 
les points d'intersection de la conique infiniment petite et de 
la transversale. 

Ces points doubles sont sur les rayons doubles des deux 
faisceaux bomographiques, quelle que soit la droite L. Or 
les couples de rayons bomologues de ces deux faisceaux sont 
parallèles à des diamètres conjugués de la conique 2, de 
même que les cordes Aw, A! m (177) ; leurs rayons dou- 
bles sont donc imaginaires, puisque cette conique est une 
ellipse, par hypothèse. La droite L est donc coupée par la 
petite conique sur deux droites imaginaires. Ainsi l'on con- 
clut quune conique infinhnent petite peut être considérée 
connue V ensemble de deux droites iniagijiaires qui n^ ont 
quun point réel (*). 

Observation. — D'après cela, nous dirons, en nous re- 
portant au théorème (328), que : Quand un point V a la 
même polaire dans deux coniques, ce point est toujours 
V intersection de deux cordes commujies, réelles ou ima- 
ginaires. 

330. Si, par un point P qui a la même polaire dans deux 
coniques, on mène les tangentes aux deux courbes, ces 
couples de tangentes et les deux cordes communes [réelles 
ou imaginaires) qui passent par le point V^ forment une 
ini^olution. 

En effet, les points de contact des quatre tangentes sont 
les points où la polaire du point P rencontre les deux co- 



(*) Cela s'accorde avec les résultats de Tanalyse, où Ton dit qu'une équa- 
tion telle que A* (x — a)' -f-B' (^ — 6)' = o représente un point dont les 
coordonnées sont «, 6, ou bien deux droites imaj^inaires ayant pour équa- 

1 / N -A- / • 

tions^ — 6— zt \^.r - «) 7T V - 1 . 
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niques; mais les deux cordes communes sont les deux 
côlés opposés d'un quadrilatère inscrit aux deux courbes ; les 
points où la polaire du point P les rencontre, forment 
doQc une involution avec les deux couples de points appar- 
tenant aux coniques (300). Donc, etc. 

Corollaire. — On peut inscrire dans le quadrilatère 
circonscrit à deux coniques^ une troisième conique tan- 
gcnte à deux cordes communes aux proposées (315). 

331. Quand deux coniques ont un point d'intersection 
réel y elles en ont nécessairement un second réel. 

Car une branche de l'une des coniques pénètre dans 
l.autre courbe, et ne peut en sortir qu'en la rencontrant 
une seconde fois. C'est ce qu'on voit avec évidence si l'une 
des coniques est une courbe fermée, c'est-à-dire une ellipse 
ou un cercle. Et on peut toujours par une perspective rem- 
•placer les deux coniques proposées par deux autres dont 
l'une sera une ellipse. 

332. Les deux coniqufes ayant deux points d'intersection, 
'adroite qui joint ces points est une corde commune; con- 
séquemment les coniques ont une autre coi de commune 
(303, Coroll,). Donc : Quand deux coniques ont un point 
^^intersection réel^ elles ont deux cordes communes et y 
^onséquemment, quatre points d'intersection dont deux 
'éclsy et les deux autres réels ou imaginaires , 

333. I. — Quand deux coniques se coupent en quatre 
points réels, elles ont trois systèmes de deux cordes com- 
^^unes. 

Cela est évident. 

II. — Quand elles se coupent en deux points réels, et 
^'i deux points imaginaires^ elles nont quLun système de 
^Gux cordes communes. 

Cela est évident encore. Car si les deux coniques avaient 
^cux systèmes de deux cordes communes, les droites d'un 
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système couperaienl celles de l'autre système en quatre 
points réels. qui apparliendraient aux deux coniques. Ces 
courbes se couperaient donc en plus de deux points réels :' 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

334. Quajid deux coniques ont un point. de contact^ la 
langente en ce point est manifestement une corde commune; 
conséquemment les coniques ont une seconde corde com- 
mune, toujours réelle (303, Co/o//.), sur laquelle elles se 
coupent en deux points réels ou imaginaires. 

Les coniques ont un second système de deux cordes 
communes, réelles ou imaginaires, qui partent du point 
de contact et passent par les deux points d'intersection. 

§ IL — Système de trois points conjugués, clans deux 
coniques. 

335. Etant dojinées deux coniques- quelconques , il 
existe, en général, trois points dont chacun a la même 
polaire dans les deux courbes. Un de ces points est tou- 
jours réei^ les deux auSres peuy^ent être imaginaires. 

En effet, qu'on mène une droite quelconque L, et 
qu'on prenne les polaires de chacun de ses points; elles 
se coupent deux à deux en des points situés surfine co- 
nique 2 (309). 

A une autre droite \J correspond une autre conique 2'. 
• Ces deux courbes ont un point commun connu à priori : 
c'est le point d'intersection des polaires du point de ren- 
conli'c des deux droites L, L'. Donc elles ont trois autres 
points comrfiuns, dont un est toujours réel, et les deux 
autres sont réels ou imaginaires (332). 

Je dis que chacun de ces trois points a la même polaire 
dans les deux coniques proposées. En effet, l'un de ces 
points, P, considéré comme appartenant à la conique S, est 
rinlersccliondespolalres d'un certain pointQdeladroileL-, 
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et réciproquement les polaires du point P passent par le 
point Q. Pareillement, le point P apparlrnaot à la coni- 
que 2', on en conclut que ses polaires passent par un même 
point Q' de la droite L'. Donc ers deux polaires ont deux 
points communs, et conséquemment se confondent. 
Donc, etc. 

Le raisonnement ici ne s applique qu'au point d'inter- 
section des deux courbes 2, 2' qui est réel : il laisse quel- 
que chose à désirer, à Tégard des deux autres points sup- 
posés imaginaires, puisqu'on ne peut pas raisonner sur les 
polaires d*uu point imaginaire considéré isolément. Mais 
l'existence d'un point réel ayant la mcme polaire dans les 
deux courbes proposées, enlraine nécessairement l'exis- 
tence des deux autres points, réels ou imaginaires. Car on 
voit sans difficulté que ces points sont les deux points conju- 
gués (réels ou imaginaires), par rapport aux deiix coniques, 
sur la polaire commune. Ainsi le théorème est démontré 
avec toute la rigueur désirable. 

Observation. — Remarquons qu'il résulte de là que, 
quand on connaît un des trois points, dont chacun a la 
même polaire dans les deux coniques, les deux autres s'en- 
suivent immédiatement sans qu*on ait besoin de construire 
les deux coniques 2, 2' qui servent à déterminer les trois 
points à la fois. 

336. Quand deux coniques ont leurs quatre points d'in- 
lersection réels, les trois points P, P', P', dont chacun a la 
Dième polaire dans les deux couibcs, sont réels : car ce 
sont les points de concours des couples de côtés opposés, et 
des diagonales du quadrilatère qui a pour sommets les 
quatre points communs aux deux coniques. 

Mais, quand deux coniques nont que deux points d'in- 
f^rsectioFi réels, un seul des trois points P, P', V" est réel, et 
'^^ deujc autres sont imaginaires. 



2i8 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES. 

En effet, les deux coniques ont une corde commune qui 
joint les deux points d'intersection réels^ et une seconde corde 
commune (303, Coroll, ) sur laquelle sont deux points d'in- 
tersection imaginaires. Ces deux droites se coupent en un 
point P qui a la même polaire dans les deux coniques (328). 
Les deux autres points P', V" sont situés sur cette polaire 
(335, Obs.). Il faut prouver qu'ils sont imaginaires. Or le 
point P est nécessairement au dehors de chaque conique; 
sa polaire coupe donc les deux courbes; et il est évident 
que les deux segments interceptés sur cette droite par les 
deux courbes empiètent l'un sur l'autre; par suite, les 
deux points P', P'^ qui divisent harmoniquement ces deux 
segments sont imaginaires [G. S,^ 253 et 210), 

c. Q. F. p. 

337. Qi^and deux coniques nont aucun poiîit dHnter- 
section rcel, les trois points P, P', P'^ sont réels. 

Nous savons qu'un de ces points P est réel (335). Il faut 
prouver que les deux autres P', P'' le sont aussi. 

Or ces points sont sur la polaire de P, et sont conjugués 
harmoniques par rapport aux deux segments que les coni- 
(|ues interceptent sur celte droite. Si l'un de ces segments, 
ou tous les deux, sont imaginaires, les deux points P', F' 
sont réels (G. 5., 77). Si les deux segments sont réels, ils 
n'empiètent pas l'un sur l'autre, parce que les deux coni- 
ques n'ayant aucun point d'intersection, sont nécessaire- 
ment l'une intérieure, ou extérieure à l'autre; dès lors les 
deux points F, P'^ sont réels (G, S., 253 et 210). 

Donc, etc. 

338. Quand deux coniques ont un point de contact P, 
ce point a la même polaire dans les deux courbes : cette 
polaire est la tangente en ce point. Il n'existe alors qu'un 
autre point P' ayant aussi la même polaire dans les deux 
courbes. Ce point est siluc sur la tangente. On le déter- 
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mine par celte considération, que les polaires des points de 
cette tangente, par rapport aux deux coniques, polaires qui 
passent par le point P, forment deux faisceaux homogra- 
phiques, en vertu de la proposition (117). Ces faisceaux ont 
deox rayons doubles : Tun est la tangente en P, polaire de 
ce point P; l'autre a' évidemment le même pôle dans les deux 
coniques. Ce pôle, déterminé ainsi par le rayon double des 
deux faisceaux, est le point P' cherché. C'est par ce point 
\\ne passe la corde commune aux deux coniques, associée à 
la tangente en leur point de contact (334) . 

§ III. — Réalité de deux cordes communes à deux 
coniques quelconques. 

339. Deux coniques quelconques ont toujours un ou 
trois systèmes de deux cordes communes réelles. 

Si les deux coniques ont leurs quatre points d*intersoc- 
lion réels, elles ont évidemment trois systèmes de deux 
cordes communes réelles. Quand elles n'ont que deux points 
d'intersection réels, elles ont toujours deux cordes com- 
munes réelles, comme il a été démontré (33î2) ; et elles ne 
peuvent en avoir deux autres. 

Il reste à prouver que (juand les deux coniques n'ont 
aucun point d'intersection réel, elles ont néanmoins un 
sjlèine de deux cordes communes toujours réelles. 

Dansle cas dont il s'agit, les trois points P, F, P' (Jlg» 121) 
soui réels (337). Ces points forment un système de trois 
points conjugués relativement à chacune des deux coniques -, 
conséquemment un de ces points est intérieur à une conique,' 
et les deux autres extérieurs (114). D'après cela, supposons 
le point P intérieur à la conique C, et P', P' extérieurs. 
l«s deux coniques n'ont aucun point d'intersection réel; 
^e qui exige ([ue l'une d'elles enveloppe l'autre, ou bien 
qu'elles soient extérieures l'une à l'autre. Le raisonnement 
^a s'appliquer à ces deux cas. 
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Le point P représente une conique infiniment petite, 
puisqu'il est intérieur à la conique C. L'un des deux autres, 
P', par exemple, représente aussi nécessairement une co- 
nique infiniment petite, car les deux coniques ne peuvent 
pas avoir deux systèmes de cordes communes réelles. H faut 
donc prouver que P et P' étant deux coniques infiniment 
petites, qui passent par les quatre points imaginaires des 
deux coniques proposées (328), P^ est l'intersection de deux 
cordes communes réelles de ces deux coniques, ou, ce qui 
revient au même, des deux coniques infiniment petites. 

Disons donc, d'une manière générale, que : Deux coni- 
ques infiniment petites V^ V [fig» 121) ont toujours deux 
cordes communes réelles. 

En effet le diamètre de la première, conjugué à la droite 
PP', rencontre le diamètre de la seconde conjugué à P'P en 
un point P'' qui a la même polaire PP' dans les deux 
ioniques. 

Toute transversale menée par P" rencontre la première 
conique en deux points imaginaires, conjugués harmo- 
niques par rapport à V" et au point /;'^ où cette droite ren- 
contre PP'. La même transversale rencontre la seconde 
conique en deux autres points imaginaires conjugués har- 
moniques par rapport aux deux mêmes points P'', //'. Il 
faut donc prouver qu'il existe deux positions de la transver- 
sale V'p"^ pour lesquelles les deux points de la première co- 
nique se confondent avec les deux points de la seconde. 

Or, si l'on prend le milieu des deux points de la première 
conique, le lieu de ce point milieu sera une ellipse passant 
parlepointP'^ (209, Coro//.), tangente enPà la droite PP', 
rt dont la tangcnlc en P'' est parallèle à cette droite (*). 



(*) l/ellipsc est tan{;eiitc en P à la droite PP', parce qu elle ne' peut pat 
avoir un autre point sur cette droite, puisque chaque point ^" de PP' est h 
« oiijngué harmonique de P par rapport aux deux points de la conique infi- 
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De même pour la conique P'. Ou aura donc deux ellipses 
tangenles k la droite PP', et ayant une tangente commune 
en F'. Ces deux ellipses pénètrent nécessairement Tune 
dansTautre, el ont, par conséquent^ au moins un autre point 
commune. Mais, étant tangenles en P', elles ont une corde 
commune autre que la tangente en ce poii^t (334). Cette 
corde passe par le point e^ et rencontre donc les deux cour- 
bes en un second point commun e'. Les deux droites P^e, 
Ve' sont deux cordes communes des deux coniques infini- 
ment petites 5 c'est-à-dire que chacune d'elles rencontre ces 
coniques aux deux mêmes points. Effectivement, les deux 
points de chaque conique situés sur la droite We^ par 
exemple, ont leur milieu en e, et sont conjugués harmoni- 
ques par rapport à deux points P', p". Ce qui suffit pour 
les déterminer. Donc, etc. 

Démonstration analytique, — En éliminant x entre les équa- 
tions des deux coniques, on obtient une équation en y du qua- 
trième degré. Ses quatre racines sont, par hypothèse, imagi- 
naires, et conjuguées deux à doux, de la forme 

v' =.a -\- b y — I , 

A chaque ordonnée/' ou y" correspondent dans chaque courbe 
deux abscisses, dont Tune répond au point d'intersection des deux 
courbes. Pour déterminer cette abscisse commune aux deux 
courbes, il suffît de tirer des doux équations de ces courbes une 



Qiment petite situés sur P*;»", et no pool être le milieu de ces deux points 
<Ioe8*ils se confondent; ce qui n'arrive qu'en P. 

En outre, la tangente à l'ellipse, en P", est parallèle à PP'. Car la conique 
înCniment petite P peut être regardée commoi l'ensemble de deux droites 
imaginaires par rapport auxquelles les deux droites PP*, PP' sont conjuguées 
harmoniques. Par conséquent la parallèle à PP', menée par P", rencontre ces 
deui droites en deux points dont le milieu coïncide en P". Cette parallèle 
«UoncU tangente à l'ellipse. 
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équation où x n'entre qu'au premier degré. Soit 

Bj*H-CxrH- Ex-f-Fj-l-/ = o 

cette équation. On en conclut immédiatement Tabscisse a/ qa 
correspond à la valeur de j' ; soit 

Pour Tabscisse correspondante à l'ordonnée j", il suffit de change 
le signe de v' — M de sorte qu'elle est 

La droite menée par les deux points d'intersection a pour équatioi 

X — y = " ^ {^ — ^)y 

qui devient 

bx — b\= ba' — b'a : 

équation d'une droite réelle qui passe par deux des quatre point 
d'intersection imaginaires des deux coniques. Les deux autre 
points sont pareillement sur une autre droite réelle. Ainsi lethéc 
rème est démontré. 

340. On conclut des cousidératioos précédentes le résum 
suivant* relatif au quadrilatère inscrit à deux coniques. 

Le quadrilatère a toujours deux côtés réels. Les dea 
autres côtés peuvent être imaginaires: ainsi que les den 
diagonales. La droite qui joint le point de concours de c« 
deux autres côtés, réels ou imaginaires, au point de concou 
des deux diagonales, est toujours réelle. Mais ces de« 
points de concours peuvent être réels ou imaginaires. I 
sont réels, quand les deux coniques ne se coupent pas; 
imaginaires, quand les deux coniques se coupent en dei 
points. 

Lorsque les coniques se coupent en quatre points, toat 
les parties du quadrilatère si'ïnt réelles. 
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§ IV^ — ConstiiÀCtion des cordes communes. 

341. Étant données deux coniques, construire leurs 
cordes communes, 

\^ On cherche les trois points conjugués communs aux 
deux coniques : il suffit de décrire deux autres coniques 
qui ont un point commun connu à priori, cl dont les trois 
autres points d'intersection sont les points cherchés (338). 
a® Si un seul de ces trois points, P'' par exemple, est 
réel, les deux cordes communes aux deux coniques passent 
par ce point, et on les détermine ainsi : on prend les po- 
laires d'un point O quelconque, lesquelles se coupent 
enO'î pwïs les polaires d'un autre point fî, lesquelles se 
coupent en fi'. LespolairesJcs points O el ft, relatives à la 
conique représentée par les deux droites cherchées, passent 
par C et ft', respectivement (308); conséqucmment les 
deux droites cherchées divisent harmoniquement les deux 
angles OP'^O', flF'fi'. 

3® Si les trois points conjugues communs aux deux co- 
niques sont réels, on détermine pour chacun d'eux les deux 
cordes communes qui ont leur intersection en ce point. Ces 
trois systèmes de deux cordes communes aux deux coniques 
seront réels quand les deux courbes auront leurs quatre 
points d'intersection réels ; et un seul sera réel quand deux 
points d'intersection seulement seront réels. 

Remarque, — La construction des points d'intersection 
de deux coniques, question qui admet quatre solutions 
(réelles ou imaginaires), se ramène donc à la recherche des 
points d'intersection de deux coniques qui ont un point 
commun connu \ question qui admet trois solutions. 

Ces considérations géométriques s'accordent avec l'Ana- 
lyse qui apprend à ramener la résolution des équations du 
quatrième degré à celle des équations du troisième degré, 
suivie de la résolution d'équations du second degré. 
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Cas particuliers et conséquences du problème. 

342. I. — Lune des deux coniques données est infini 
ment petite y ou, en d'' antres termes, est F ensemble de detia 
droites imaginaires (329). 

On suppose que les systèmes de diamètres conjugués de h 
conique infiniment petite sont donnés; ce sont des droitej 
parallèles aux diamètres conjugués d'une conique homo 
ihétique à la conique infiniment petite, ou bien des droites 
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites ima- 
ginaires qui représentent la conique infiniment petite. 

Soit P la conique infiniment petite, ou le point d'inter- 
section de ces deux droites. Ce point est un des trois don 
chacun a la même polaire dans les deux coniques proposées 
Les deux autres P', P'^ sont sur la polaire de P, et on les dé- 
termine comme on Ta vu ci-dessus (33o, Obs,). 

Les deux cordes communes cherchées passent par un Ai 
ces points P', P"*, on les construira comme il vient d'être 
dit (341, 3°). 

Observation. — Ce problème revient, sous un énonça 
différent, à celui-ci : Étant données les deux diagonale 
imaginaires d^un quadrilatère inscrit dans une conique 
déterminer les points de concours des côtés opposés, et la 
deux côtés réels. 

L'existence de ces deux côtés réels, démontrée par ce q* 
précède, avait été annoncée dans l'article (129). 

II. — Le point de rencontre P des deux droites ima^ 
n aires données, est situé sur la conique. 

Les cordes communes à la conique et aux deux dro^ 
imaginaires, qui représentent une conique infiniment j 
lite P, connue d'espèce, sont la tangente en ce poin^E , 
et une autre droite sur laquelle se trouvent les deux joints 
imaginaires^ intersection de la conique et des deux droites 
imaginaires données. 
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On construit sur la tangente en P le point P' qui a la 
même polaire dans les deux coniques, et par lequel passe 
la corde commune cherchée (338). Pour obtenir ensuite la 
direction de cette droite, il suflit de prendre les polaires d'un 
point quelconque Q relatives aux deux coniques : ces po- 
laires se rencontrent en un point Q'. par lequel passe aussi 
la polaire du point Q relative au système formé de la tan- 
gente P'P et de la droite cherchée (308). Conséquemment 
celte dernière droite est conjuguée harmonique de la tan- 
gente P'P par rapport aux deux droites P'Q, P'Q', et se 
trouve ainsi déterminée. 

m. — Les deux coniques données sont, Vune et Vautre^ 
Vensemble de deux droites imaginaires. 

On peut dire aussi, comme dans la question précédente, 
que les points d'intersection des deux systèmes de droites 
imaginaires représentent deux coniques infiniment petites 
connues d'espèce. 

Soient P, P' les deux points, ou les deux coniques. Les 
diamètres conjugués du diamètre PP' commun aux deux 
coniques se croisent eu un point V" qui a la même polaire 
dans les deux courbes, savoir la droite PP', Par consé- 
quent les deux cordes communes cherchées passent par ce 
point P^. 

La construction de ces droites rentre dans le cas géné- 
ral (341, 2°). 

Observation. — Puisque chacune des deux coniques P, P 
représente l'ensemble de deux droites imaginaires, la ques- 
tion revient à celle-ci : 

Etant donnés les couples de côtés opposés^ imaginaires 
d^un quadrilatère, trouver les diagonales. 

Ces diagonales sont toujours réelles, puisqu'elles seront 
les cordes communes des deux coniques infiniment petites 
• représentées par les deux couples de côtés imaginaires. 

i5 
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343. Mener par un point Q une conique qui ait pour 
cordes communes ai^ec une conique donnée C, deux droites 
D, jy (réelles ou imaginaires). 

Cet énoncé n'est qu'un cas particulier du problème (303) 
dans lequel on prend pour l'une des deux coniques don- 
nées, l'ensemble des deux droites D, IV. 

Corollaire. — Les droites peuvent se confondre en une 
seule D; et l'on a ce problème à résoudre : Mener par un 
point Q une conique qui ait deux points de contact as^ec 
une conique donnée C, sur une droite D. 

Ou prend sur une transversale menée par le point Q, et 
qui coupe la conique donnée en a et a\ et la droite D en i, 
fe point Q' conjugué de Q dans une involutlon dont a, a' 
sont deux points conjugués, et b un point double. Le 
point Q' appartient à la conique demandée. 

Remarque, — Si la droite D ne rencontre pas la coni- 
que C, la construction subsiste; mais les deux points de 
contact de C et de la conique construite sont imaginaires, 

344. Construire une conique tangente à deux droites 
imaginaires et passant par trois points dont deux sont 
aussi imaginaires. 

Appelons L, L' les deux droites, S leur point de con- 
cours (qui est réel), et a, fe, c les trois points, dont deux 
é, c, sont imaginaires. Que Ton décrive un cercle tangent 
aux deux droites L, il. Ce cercle est homologique à laco- 
nique cherchée, le point S étant le centre d'homologîe. Les 
deux droites imaginaires S fe. Se rencontrent le cercle en de : 
couples de points imaginaires fe', fe'^et c', c"^ situés sur deu^ 
droites réelles fe'c', fe'^c'^ déterminées (342, I). 

La droite Sa rencontre le cercle en deux points a\ a^^ 

Regardons les trois points a, fe, c de la conique cherché 

comme correspondant aux trois points a\ fe', c' du cercle 

Pour construire la conique, il suffit de déterminer l'a^c 
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d'homologie. On counait un point de cet axe, savoir, le 
point de rencontre des deux droites homologues afe, a'b'. 
Pour en déterminer un second, on observera que Jes points 
homologues des deux figures situés sur la droite S ««'for- 
ment deux divisions homographiques dont les points dou- 
bles sont le point S et le point a où celle droite rencontre 
l'axe d'homologie. Les deux points rf, d' où cette même 
droite rencontre les droiles fec, h' c' sont, de même que 
a, a', deux poinls homologues des deux divisions. Consé- 
quemment on connaîtra le point double a : et Taxe d'ho- 
mologie sera déterminé. On pourra donc r on si ru ire la co- 
nique par points (264). 

Faisant correspondre les trois points «, A, c aux trois 
û', J", {/' dû cercle, on déterminera une seconde conique; 
puis une troisième, et une quatrième, en faisant correspon- 
dre a^b^ c k a", b\ c'; puis à «", fe", c'. 

Ce sont les quatre solutions de la question (47). 

Cas particuliers. I. — Les deux droiles imaginaires L, L' 
peuvent être les asymptotes d'un cercle; alors, d'après le 
théorème (292), on résout ce problème : Construire une 
conique qui ait un foyer en un point donné, et guipasse 
par trois points dont deux sont imaginaires. 

n. — Si les deux points imaginaires i, e sont situés à l'in- 
fini, sur une conique donnée, la question peut prendre cet 
énoncé : Construire une conique homothétique à une co- 
nque donnée (*), tangente à deux droites imaginaires et 
passant par un point donné. 

(*)Foir ci-après (374). 
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CHAPITRE XIV. 

DES POINTS DE CONCOURS DES TANGENTES COMMUNES 
A DEUX CONIQUES, OU POINTS OMRIUCAUX. 



§ L — Points ombilicaux de deux coniques. 

345. Le point d^intersection de deux taugentes ( réelle 
ou imaginaires) communes à deux coniques peut être con 
sidéré comme Tun des sommets, ou des points de concour. 
de deux côtés opposés, du quadrilatère circ(Tnsciit auû 
deux coniques. 

La dénomination de point d'intersection de deux tan 
gentes (réelles ou imaginaires) communes à deux conique 
est longue et serait d'un usage incommode dans le discours 
celle de sommet ou point de concours des cotés opposés di 
quadrilatère circonscrit aux deux coniques, outre le défau 
aussi de la longueur, aurait encore Tinconvénient d'impli 
quer l'idée d'un quadrilatère complet, bien qu'imaginair 
le plus souvent, quand on peut n'avojr à considérer qu'ui 
seul point de ce quadrilatère. Il nous paraît donc nécessair 
de substituer à ces dénominations une expression plus si do 
pie*, et nous appellerons le point dont il s'agit, ombih 
ou point ombilical des deux coniques. Le mot ombilic 
servi pendant longtemps pour désigner les foyers (*) 



(*) Voit". G. Mydorce, (.on/coni/M libri quatuor prior es. Varisiïs, l64i,in-fol. 
Umbîlicos hjperholarum et eWpsium dicimus, puncta. . .; p. 8, 64-68, 76.-- 
J. DE WiTT, Elementa curvarum iinearumy etc. Amstelaedami, 1669, în-4° 
Si... ad utrumque Umhilicum reclœ ducantur , . . ; p. 293-294, 3oi'3o3. - 
De la Hire, Sectiones conicœ. . . Parisiis, i685, in fol. : Neoterici geomeis 
rMBiLicm, et FoccM taie punctum {in Parabola) vocitaverunt ; p. 177.- 
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et puisqu'il n'a plus celle sigiiificalion, on peut lui donner 
une acception difrérenle. Au surplus on reconnaîtra dans 
ce qui suit qu'il était indispensable de dénommer les points 
dont il s'agit par un mot unique (*). 

346. La propriété suivante suffit à dislinguer un point 
ombilical, ou point de concours de deux tangentes (réelles 
ou imaginaires) communes à deux coniques : Toute droite 
menée par ce point a ses pâles, relatifs aux deux coni- 
(fues, situés sur une seconde droite qui passe par le point ^ 
en d'autres termes : Les systèmes de deux droites conju- 
guées autour d*un point ombilical^ soiit les mêmes dans 
les deux coniques. 

Et réciproquement : S'il existe un point tel, que tous 
les systèmes de deux droites conjuguées autour de ce point 
soient les mêmes dans deux coniques [auquel cas il suffit 
(jue cela ait lieu pour deux systèmes), ce point est un om- 
hilic ou point de concours de deux tangentes communes 
(lux deux coniques. 

Cela est évident, d'après la déGnition des droites conju- 



Jac. MiLMES, Srciionum coinc/irum EUmcula..,, éd. 3«. Oxoniae, 1733 : Punctii 
B> F, Veterihus Puncta ex comparatione, Neotericis Foci seu Umbilici appela 
intur; p. go. ~ Ecler, //if/oJuc/io in Ànalfsin înfiniloruntf lib. 2**"*: Vocanlur 
^t» puncta Foci seu Umbilici seciionis conicœ; p. 63. 

(*) Le point do rencontre de deux tan(;cntes communes à deux coni- 
qaespeut être parfois un centre d'homologie des deux courbes, et a été ainsi 
nommé par M. Poncelet ( Trai/c des Propriétés projfctiv'esy p. 164 ). Mais celte 
propriété n'est pas générale, c*est-à>dire qu'elle n'appartient pas à tous les 
points de rencontre des tangentes communes; il faut, pour qu'il y ait homo- 
l<^e, quQ les deux coniques soient comprises dans le même angle des deux 
Uogentes ou dans deux angles opposés au sommet. Par exemple, des six points 
<Io rencontre des quatre tangentes communes à deux cercles, il n'y en a que 
deux qui soient des centres d'homologie. De plus, l'idée d'homologie împli- 
<lQe la considération des cordes communes (qui sont les axes d'homologie), 
^^ ne se rattache pas à une simple et primordiale propriété des tangentes 
'^nimunes à deux coniques. Enfin elle ne s'élend pas aux coniques sphé- 
'*<lues pour lesquelles il nous faudrait créer une expression différente. 
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guées (107), puisque les taugentes aux deux coniques issue 

du point ombilical sont les mêmes. 

347. La droite qui joint deux points ombilicaux com 
niuns à deux coniques y a le même pôle dans les dem 
courbes. 

En effet, si les deux pôles étaient différents, ils seraîen 
sur une droile qui devrait passer tout à la fois par les deu: 
ombilics. Ce qui n'est pas possible. 

Réciproquement : Quand une droite a le même pôl 
dans deux coniques, cette droite passe par deux des point 
ombilicaux de ces courbes, et représente une conique infi 
niment aplatie qui a ses deux sommets en ces points^ et qu 
satisfait à la condition d'être inscrite dans le quadrilatèr 
circonscjit aux deux coniques proposées , 

Quand ces points sont imaginaires, on peut regarde 
la droite comme une hyperbole infiniment oui^erte, don 
Paxetransv^erse est nul, dont les deux branches coïnciden 
a^ec la droite, et qui satisfait auisi à la condition d'êtr 
iïiscn'te dans le quadrilatère (imaginaire) circonscnt au: 
deux coniques. 

En effet, soit L la droile qui a le même pôle P dans le 
deux coniques C, C : cherchons la conique tangente à cetl 
droite et inscrite dans le quadrilatère circonscrit à C et C 
Pour déterminer les tangentes à cette courbe, on mène.pa 
un point m de la droite L les tangentes à CetC, puis 1 
droite qui fait avec ces couples de tangentes et L une involu 
tion : celle droite est tangente à la conique cherchée (316] 
Or ici celte droile se confond avec L : car les deux droites 1 
et ///Psont conjuguées relativement aux deux coniques, pa 
conséquent sont les rayons doubles de rinvolutioa détei 
minée par les deux couples de tangentes menées du point m 
Donc tout point de L peut être considéré comme Tintersec 
tion de deux tangen tes à une conique , qui se confonden 
avec trxjlW tlroue. 
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Gïla prouve que cette droite représente une conique iu- 
Gnimcnl aplatie inscrite dans le quadrilatère circonscrit 
auideux coniques proposées, c'est-à-dire une diagonale du 
quadrilatère, comme nous Tavons déjà vu (317). Les àevrs 
sommels, extrcmiti^ de celte diagonale, sont les ombilics 
des deux coniques. 

Lorsque ces points sont imaginaires, on peut dire encore 
que la conique infiniment aplatie, représentée par la droite, 
est une hyperbole infiniment ouverte, dont Taxe trans- 
verse est nul et dont les deux sommets sont imaginaires. 

348. Quand deux coniques ont une tangente commune 
réelle^ si on les transforme par la méthode des polaires 
en deux autres (252), cidlcs-ci ont un point commun 
réel, et par conséquent un second point commun pareille- 
inenl réel (331 ); donc les deux premières coniques ont une 
seconde tangente commune réelle. Ainsi : Quand deux 
coniques ont une tangente commune réelle, elles en ont 
nécessairement une seconde aussi réelle. 

349. Le point de rencontre des deux tangentes est un 
ombilic des deux coniques ; conséqucmment les deux 
courbes ont un second ombilic (318). Ainsi : Lorsque deux 
coniques ont une tangente commune ré'elle, elles ont tou- 
jours deux ombdics réels, dont lun est situé sur cette tan- 
gente. 

Siles deux coniques sont tangentes entre elles, le point 
de contact est un ombilic, et elles en ont toujours un 
second qui est l'intersection de deux tangentes communes 
(réelles ou imaginaires). La droite qui joint ces deux points 
représente une conique infiniment aplatie inscrite dans le 
quadrilatère circonscrit aux deux coniques (347). 

Observation. — Aux propositions concernant les points 
dmtersection et les cordes communes de deux coniques, 
correspondent, comme corrélatiics ou polaires réciproques. 
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des propositions concernant les tangentes communes et les 
points ombilicaux (chap. IX, § P*^), Nous nous bornerons 
à énoncer ces propositions sans les démontrer directement, 
et en indiquant seulement celles auxquelles elles corres- 
pondent. 

• 

350. I. — Quand deux coniques ont quatre tangentes 
communes réelles, elles ont trois couples de points ombili- 
caux (333, I). 

II. — Quand deux coniques ont deux tangentes com- 
munes réelles et deux tajigentes communes imaginaires y 
elles nont que deux points ombilicaux (333, H). 

351 . Etant données deux coniques, il existe, en géné- 
ral, trois droites L, L', U\ dont chacune a le même pâle 
dans les deux courbes. Une de ces droites est toujours 
réelle ^ les deux autres peus^ent être imaginaires. 

Concevons qu'autour d'un point Q on fasse tourner une 
transversale ; la droite qui joindra ses pôles dans les deux, 
coniques données C, C enveloppera une conique 2 (324). 
Pour un autre point Q', on aura une autre conique 27. 
Ces deux courbes ont une tangente commune, connue 
a priori, c'est la droite qui joint les pôles de QQ'. I^-es 
trois autres tangentes communes, dont une sera toujoui'S 
réelle (348), sont les trois droites dont chacune a le même 
pôle dans les deux coniques C, C. 

Remarque. — La proposition actuelle ne diffère point 
au fond de la proposition (333), dont elle est d'ailleurs la 
corrélative. Nous en indiquons ici la démonstration directe, 
parce qu'elle implique une nouvelle construction des trois 
droites L, L\ IJ\ 

352. Quand les quatre tangentes communes à deux co- 
niques sont réelles, les trois droites L, L', L'^, dont chacune 
a le même pôle dans les deux courbes, sont réelles 5 car 
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ces droites sont les diagonales et la droite qui joint les 
points de concours des côtés opposés du quadrilatère cir- 
conscrit aux deux courbes. 

Mais quand les deux coniques n'ont que deux tangentes 
communes réelles, une des trois droites L, L', V^ est réelle, 
elles deux autres sont imaginaires (336). 

353. Quand deux coniques n'ont aucune tangente . 
commune réelle, les trois droites L, L', L" sont réelles 
(337). 

354. Quand deux coniques ont un point de contact, 
la tangente L, qui leur est commune en ce point, a le même 
pôle dans les courbes : c*est le point de contact-, et il n'existe 
qu'une autre droite L' ayant aussi le même pôle; cette 
droite passe par le point de contact (338). 

355. Veux coniques ont toujours- un sj sterne de deux 
ombilics réels, *quoiqu^ elles puissent n^a^oir auciuie tan- 
gente commune réelle (339). 

356. Des énoncés qui précèdent, on peut, au point de 
vue du quadrilatère circonscrit, faire le résumé suivant. 

■ Le quadrilatère circonscrit à deux coniques a toujours 
deux sommets réels. Les deux autres sommets peuvent être 
imaginaire», et alors les deux points de concours des côtés 
opposés le sont aussi. Le point d'intersection des deux 
droites sur lesquelles se trouvent, respectivement, ces deux 
sommets et ces deux points de concours est toujours réel. 
Mais les deux droites peuvent être réelles ou imagiriaires : 
elles sont réelles, quand les coniques n'ont aucune tangente 
commune, et imaginaires, quand les deux coniques ont 
deux tangentes communes réelles. 

Lorsque les deux coniques ont quatre tangentes com- 
munes réelles, toutes les parties du quadrilatère circonscrit 
50ut réelles. 
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§ IL — Construction des points ombilicaux. 

357. Étant données deux coniques, déterminer les 
ombilics, ou points de concours de leurs tangentes com- 
munes. 

1° On cherche les trois droites L, L', \J\ dont chacune a 
le même pôle dans les deux coniques *, ce qui se fait au noioyen 
de deux autres coniques que Pou construit (351). Celles-ci 
ont une tangente commune connue à priori 5 et leurs trois 
autres tangentes communes sont les trois droites cher- 
chées (351). 

On peut aussi déterminer, comme précédemment (335), 
les trois points dont chacun a la même polaire dans les deus 
coniques proposées. Les polaires de ces points sont les 
droites cherchées. 

2P II existe sur chacune de ces droites deux ombilics, réels 
ou imaginaires (347)". Néanmoins un des trois couples d'om 
bîlîcs est toujours réel (355), de même qu'un des trois cou- 
ples de cordes communes à deux coniques est toujours réel. 

3*^ Pour construire les deux ombilics S, S' situés sui 
Tune des trois droites, L, on mène une droite D arbitraire- 
ment, et la droite D' qui joint les pôles de D dans les déuî 
coniques. Ces droites D, D' coupent L en deux points /i, d' 
Le pôle de D relatif à la conique infiniment aplatie repré- 
sentée par la droite SS' est le conjugué harmonique de d pai 
rapport aux deux points S, S'. Ce pôle est situé sur D' (323) 
c'est donc le point d'. Ainsi, les deux points d^ d' sont con 
jugués harmoniques par rapport aux deux points cherché 
S, S'. On construit de même, avec une autre droite Di 
deux autres points J,, d\ conjugués liarmoniques par rap 
port à S et S'. Dès lors ces deux points sont déterminés. 

4*^ Si une seule des trois droites L, 17, L", est réelle, le 
deux points S, S' déterminés sur cette droite sont les deu 
seuls ombilics communs aux deux courbes. 
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5** Si les trois droites sont réelles, on cherche sur cha- 
cune d'elles les deux ombilics (réels ou imaginaires) qui 
s'y trouvent. 

Cas particuliers et conséquences i\u problème. 

358. I. — Uune des deux coniques données est une 
droite L limitée à deux points imaginaires. 

Cette droite est l'une des trois L, L', U', dont chacune a 
le même pôle dans les deux coniques. On détermine les deux 
autres, au moyen des deux points de L conjugués par rap- 
port à la conique donnée et par rapport aux deux points ima- 
ginaires donnés. Ces deux points, ainsi déterminés, appar- 
tieuoentaux deux droites L', L", qui d'ailleurs passent par 
le pôle de la droite donnée L dans la conique. 

Puis, on cherche sur chacune des deux droites L', \J' les 
ombilics qui s'y trouvent (3o7, 3°), dont deux sont réels 
et les deux autres imaginaires. 

Observation. — Ce problème revient à celui-ci, sous un 
autre énoncé : Étant donnés les deux points de concours 
imaginaires des côtés opposés d'un quadrilatère circon- 
scrit à une conique, déterminer les diagonales du quadri- 
latère et ses deux sommets réels (336). 

n. — La droite donnée est tangente à la conique» 

La question peut prendre cet énoncé : 

Etant donnés une conique et deux points, réels ou ima- 
ginaires, situés sur une de ses tangentes, on demande de 
^'onstnure le point dUnlcrsection des tangentes [réelles 
OH imaginaires) qui passent par les deux points donnés. 

Soit a le point de contact de la tangente sur laquelle sont 
donnés deux points s et g, réels ou imaginaires 5 on prend 
le conjugué harmonique a^ de a^ par rapport aux deux 
points e et cf ^ et par ce point a/ on mène à la conique la tan- 
gente rt'i, dont b est le point de contact. La droite ah a le 
^ême pôle a^ dans la conique proposée et dans celle qui 
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est représentée par la droite eo. Par conséquent, l'ombilic 
cherché, au point de concours des deux tangentes qui 
partent de e et o, se trouve sur la droite ab. 

Pour déterminer ce point on mène une droite quel- 
conque D, et on construit ses pôles relatifs à la conique et 
au segment eo. On joint ces pôles par une droite D'. Ces 
deux droites rencontrent ab en deux points rf, d' -^ et le 
point cherché est le conjugué harmonique du point a par 
rapport k d ei d' , Dès lors ce point est déterminé. 

III. — Les deux coniques sont deux droites terminées 
chacune à deux points réels ou imaginaires . 

On cherche la droite qui a le même pôle dans les deux 
coniques. C'est la droite L qui joint les conjugués harmo- 
niques du point d'intersection des deux droites proposées 
par rapport aux deux couples de points donnés sur ces 
droites. 

Pour construire les deux points cherchés sur la droite L, 
on mène une transversale et la droite qui joint ses pôles dans 
les deux coniques : ces deux droites rencontrent la droite L 
en deux points. Ou obtient un second couple de points 
semblables, à Taide d'une autre transversale : et les points 
doubles de Tinvolutioii déterminée par ces deux couples de 
points sont les points cherchés. 

Observation. — La question peut prendre cet énoncé : 

Etant donnés sur deux droites les sommets^ réels ou 
imaginaires, d'un quadrilatère^ tromperies points decon^ 
cours des côtés opposés. 

359. Ces considérations serviront à résoudre la question 
suivante, corrélative de (344). 

Construire une conique qui passe par deux points ima- 
ginaires et soit tangente à trois droites dont deux sont 

\si iinaginaires . 
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CHAPITRE XV. 

REUTIOXS ENTRE LES CORDES COMlinJNES ET LES OMBILICS 
DE DEUX CONIQUES. - CONIQUES HOMOTHÉTIQL^S. - PER- 
SPECn\'E DE DEUX COMQUTS TRANSFORMÉES EN CONIQUES 
HOMOFOCALES. 



§1. 

360. Les cordes communes à deux coniques existent par 
couples, comme on Ta vu (303, CorolL)^ ainsi que les ombi- 
lics (318). En outre les couples d'ombilics correspondent, 
en vertu de certaines relations, aux couples de cordes com- 
munes. Car deux cordes communes passent par un des trois 
points P, P, P", dont chacun a pour polaire, dans les deux 
coniques, la droite qui joint les deux autres (328) ; et deux 
ombilics conjugués sont situés sur une des trois droites qui 
joignent ces points deux à deux (3i7). Ainsi les ombilics 
situés sur la droite P'P" correspondent aux cordes commu- 
nes qui passent par le point P. 

Les relations auxquelles donne lieu cette correspondance 
font le sujet du présent paragraphe. 

361. Si d'un point d'une corde commune à deux co^ 
^ues on mène des tangentes aux deux coui'bes, les quatre 
droites qui joindront les points de contact de la première 
f^^ points de contact de la seconde passeront, deux à 
àeux^ par les deux ombilics correspondants à la corde 
commune. 

Soient (fig. 122) na, nb et na'^ nb' les couples de tan- 
gentes aux deux coniques, menées par un point n d'une 
^<>rde commune L. Les droites ab^ a'b' passent respective- 



238 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES, 

ment par les pôles p, p' de cette corde, et se renconti 
en un point m de L (327). La droîte aa' coupe pp' en 
point S. Prouvons d'abord que ce point reste fixe, c 
que soit le point n de la droite L. 

Le triangle rnpp\ coupé par la transversale ac 
donne Téqualion 

am a' p' Sp 

ap a! m S/?' ' 

d'où, en élevant au carré, 

Le point p étant le pôle de la drcrite L, on a 

ap bp 

am bm ' 



et conséquemment 



/a/?y__ ap. 
\am ) am. 



bp pa.pb 

bm ma ,mb 



Une parallèle à la droite L, menée par le point p^ 
contre la première conique en deux points gy h, App 
e, f les points (réels ou imaginaires) communs aux 
coniques sur la droite L \ on sait que 



Par suite, 



ma, mo m c.m^f ^ 



\am J ms, m 9 



Pareillement dans la seconde conique 
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Donc 



( 



Sp'J -p'h'.p'g'' 



S^ H . / /'/'PS _ 

Sy y p'A-.p'g'- 



const. 



Ce qui prouve que la droite aa^ passe par un. point fixe S 
de la droite pp'. La droite ab' passe aussi par un point 
fixe S'. Ces deux points correspondent aux deux signes de 

l'expression du rapport ^« Conséquemment ces points S, 

i' diuisent harmoniquement le segment pp'. 

II reste à prouver que chacun de ces points est un om- 
bilic des deux coniques. Or, cela se voit sans difficulté; 
car si Ton prend le point n de la droite L sur une tangente 
commune aux deux coniques, les deux tangentes na, na'^ 
et conséquemment la droite aa' qui joint les points de con- 
tact, coïncident avec cette tangenle commune, qui passe 
<iouc par le point S ou le point S'. 

Ces points sont donc deux points de concours des tan- 
gentes communes aux deux coniques, c'est-à-dire deux 
<^mbilics. 

Ainsi le théorème est démontré. 

Réciproquement : Si par un point ombilical commun 
^ deux coniques on mène une droite qui coupe ces courbes, 
lacune en deux points réels , etquen ces points on mène 
^ts tangentes : les tangentes à la première courbe rencon- 
lieront les tangentes à la seconde en quatre points situés j 
^ux à deuXj sur les deux cordes communes correspon- 
dantes à V ombilic. 

En effet, soient «, a' deux des points des deux coniques 

•ttûés sur la droite menée par un ombilic S. La tangente 

^ « coupe chacune des deux cordes communes co/re^- 

j pondantes à cet ombilic (360) en un point; et l'un des 
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deux points de contact des tangentes menées de ce point à 
la seconde conique, est situé sur la droite Sa, d'après le 
théorème démontré. Ce point de contact est donc a' , 
Donc, etc. 

362. On voit sans difficulté que la démonstration du 
théorème (361) s'applique à cet énoncé différent : 

Si d\in point d*une corde commune à deux coniques on 
mène aux pôles de celte corde, deux droites qui rencon- 
trent les deux coniques j respectis^ement, en deux couples 
de points (a, b ef a', b') : /e5 droites menées des points 
d'un couple aux points de Vautre passeront , deux à 
deux, par les deux ombilics qui correspondent à la corde 
commune, 

363. Soient a et TT {^fig- 122) les points où les droites 
Saa' et Spp' rencontrent la corde commune L : les trois 
droites «/?, a' p' et L concourent en un même point m, 
comme on l'a dit ci-dessus (361 ) ; on a dès lors 

Sa afl S/? TT/? 

^—,: — ; = --—: — ^ = const. 

Sfl ««' S/?' TT/?' 

Cette relation montre que les deux courbes sont homolo- 
giques (264). Donc : 

Deux coniques quelconques sont deux figures homolo- 
giques dans lesquelles Vaxe d ^homologie est une corde 
commune, et le centre dliomologie est un' ombilic cor-- 
respondant à cette corde {^) , 

Toutefois il faut que les deux coniques soient tellement 
placées, que les transversales menées par l'ombilic les 
rencontrent à la fois en des points réels, ou en des points 
imaginaires-, car si cela n'avait pas lieu, c'est-à-dire si une 



( *) Cette propriété de deux coniques a été démontrée par des considé- 
rations de perspective, dans le Traité des Propriétés projcetives de M. Poncelet. 

rVorVp. i58.) 
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transversale rencontrait une conique en des points réels 
et l'autre conique en des points imaginaires, ces deux 
courbes ne seraient point homologiqties. 

On peut dire encore que la corde commune prise pour 
axe d'homologie doit avoir chacun de ses points extérieur, 
ou intérieur, aux deux coniques à la fois. De sorte que si 
un point de la corde commune se trouve intérieur à une 
conique et extérieur à Taulre, comme cela peut avoir lieu 
à regard d^ine ellipse et d'une hyperbole», rotfo rorde n'est 
pas un axe d'Iiomologie des deux courbes. 

364. Puisque, sauf cette restriction, deux coniques sont 
homologiques par rapport à une corde commune, prise 
pour axe d'homologie, il s'ensuit que si l'on fait tourner 
le plan d'une des deux coniques autour de la corde com- 
mune, les deux courbes se troubleront en perspectii^e, c'est- 
à-dire sur un même cône (G. S,^ 369). 

365. Dans deux coniques^ deux ombilics conjugués S ^ S' 
forment une im^olution av^ec les couples de points des 
deux courbes situés sur la droite SS' . . 

En effet, cette droite SS' a le même pôle P dans les deux 
coniques; et les tangentes aux points où elle rencontre ces 
courbes passent par ce point P. Mais ces tangentes et les 
àeax droites menées du point P aux deux ombilics^ forment 
tineinvolution (313), puisque les ombilics sont deux som- 
mets opposés du quadrilatère circonscrit aux coniques (345). 
Donc les six points en question sont en involution. 

CpROLLAiRE. — Il résulte de là que : Par deux ombilics 
conjugués communs à deux coniques on peut mener une 
^^oiiième conique passant par les quatre points d'intersec- 
tion dés deux proposées (302). 

366. Dans le quadrilatère aa'b'h (Jig. 12a) les deux 
points S, S', points de concours* des deux côtés €ta\ bb^ 

16 
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et des deux diagonales ab'^ a'b^ divisent harmonique- 

ment pp'» Donc : 

Les pôles d'aune corde commune à deux coniques sont 
conjugués harmoniques par rapport aux deux ombilics 
correspondants. 

367. Les polaires d'un ombilic sont conjuguées harmo^ 
niques par rapport aux deux cordes communes. 

Car, si par Pombilic on mène une transversale qui 
rencontre les deux coniques, les tangentes aux points de 
rencontre se coupent deux à deux sur les deux cordes 
communes (361, Hccipr.), et forment par conséquent un 
quadrilatère dont ces cordes sont les diagonales, et dont 
les points d^ concours des côtés opposés sont sur les deux 
polaires de Fombilic. Donc ces deux points sont conju- 
gués harmoniques par rapport à ceux où la droite qui les 
joint rencontre les deux cordes communes (G. *S.^ 341). 
Donc, etc. 

§ II. — Cas particuliers relatifs à la position des deux 
coniques. 

368. Quand deux coniques ont un point de contact et 
deux points d'intersection, réels ou imaginaires, elles n'ont 
que deux systèmes de deux cordes communes. La tan- 
gente au point de contact, et la corde, toujours réelle, qui 
joint les deux points d'intersection, forment le premier sys- 
tème, lequel est toujours réel. Les deux droites, réelles ou 
imaginaires, menées du point de contact aux deux points 
d'intersection forment le second système (réel ou imagi- 
naire) (334?). 

A chaque système de deux cordes communes correspond 
un système de deux ombilics. 

Un ombilic du premier système, toujours réel, est 1^ 
point de contact des deux coniques, et le second ombilic, 
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dès lors réel aussi (318), est le point de concours de deux 
tangentes (réelles ou imaginaires) communes aux coniques. 

Les deux ombilics du second système (réels ou imagi- 
naires) sont les points où la tangente aux coniques, en leur 
point de contact, est coupée par les deux autres tangentes 
communes aux deux courbes. 

369. Quand deux coniques ont un point d'osculation, 
c'est-à»Klîre un point de contact du second ordre, qu'on 
peut considérer comme iroîs points consécutifs réunis en 
un seul, les deux courbes ont toujours un quatrième point 
commun réel, et une tangente commune réelle. 

Alors elles n'ont qu'un système de deux cordes com- 
munes, savoir : leur tangente au point de contaojt et la corde 
qui joint ce point au point d'intersection des deux courbes. 
Elles ont aussi un seul couple d'ombilics^ savoir : leur point 
de contact et le point où leur tangente commune rencontre 
la tangente au point de contact. 

370. 1® Quand deux coniques ont un double contact, 
cest-à-dire deux points de contact, elles ont deux sys- 
tèmes de deux cordes communes : les tangentes aux points 
de contact forment le premier système -, et la corde qui 
joint les deux points de contact forme seule le second sys- 
tème. Cette droite, indéfinie, représente alors deux cordes 
communes coïncidentes et peut être regardée comme une 
conique passant par les points d'intersection des deux pro- 



a° Les deux coniques ont aussi deux systèmes d'ombilics : 
les deux points de contact forment le premier système \ et 
le pôle de la corde de contact, qui est le point d'intersec- 
tion des tangentes aux deux coniques en leurs points de 
contact, forme le second système; ce point représente deux 
ombilics coïncidents. La corde de contact est une conique 
^ufîniment aplatie limitée aux deux points de contact et dès 

16. 
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lors inscrite dans le quadrflalère circonscrit aox deux pro- 
posées ; le pôle de cette droite représente une conique in- 
finiment petite, inscrite aussi dans le quadrilatère. 

3** On a vu que deux coniques peuvent avoir un double 
contact imaginaire, c'est-à-dire deux points de contact ima- 
ginaires sur une droite déterminée (3^, Item.), Dans ce 
cas le premier système de cordes communes est imaginaire, 
et il ne subsiste que la droite, ou corde de contact^ qui re- 
présente deux cordes communes coïncidentes : le pôle de 
celte droite, ou pôle de contact, représente le point d'in- 
tersection des deux cordes communes, imaginaires. 

De même, le premier couple d'ombilics est imaginaire; 
et il ne reste que le pôle de la corde de contact, ou pôle de 
contact, qui représente deux ombilics coïncidents. 

371 . Quand deux coniques ont un contact du troisième 
ordre, auquel cas leurs quatre points d'intersection isont 
réunis en un seul, et leurs quatre tangentes communes 
se confondent) elles n'ont qu'une corde commune, qui est 
la tangente en leur point de contact, et un seul ombilic, 
qui est ce point de contact. 

Il s'ensuit que : Si d'un point de la tangente commune 
on mène des tangentes aux deux coniques, la droite qui 
joint les deux points de contact passe par le point de con- - 
tact des deux courbes (361 ). 

Réciproquement : Quand deux coniques se touchent cf^ 
un point A, si les tangentes menées d'un point quelconqu^^ 
de leur tangente commune en A ont leurs points de con .m 
tact toujours en ligne droite avec ce point A, les deux con^^ 
ques ont un contact du troisième ordre en ce point. 

En effet, les deux coniques se touchant en A,- ce poi^ — 
est un omKlic, et la tangente est une corde commune. U~ '-^zi 
droite menée par Tombilic coupe les coniques en de?— nj 
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pciints, et les taDgentes eii ces points se rencontrent sur la 
seconde corde commune aux deux coniques (361, Récipr.). 
Mais ici, par hypothèse, ce point de rencontre est sur la 
taogente en A. Cette tangente représente donc deux cordes 
communes coïncidentes. Ainsi les deux coniques ont quatre 
points communs réunis en A, c'est-à-dire un contact du 
troisième ordre en ce point. 

Corollaire. — Deux paraboles égales^ qui ont le même 
axe, ont un contact du troisième ordre à Vinjini, 

Car si Ton mène aux paraboles deux tangentes parallèles, 
la droite qui joint les points de contact est évidemment 
parallèle à leur axe commun, et passe par conséquent par 
le point de contact des deux paraboles, situé i\ Tinfini sur 
cet axe. Donc, etc. 

372. Si par le point de concours de deux cordes coni- 
inuDPS à deux coniques, on mène des parallèles au système 
de diamètres conjugués communs en direction aux deux 
ioniques (307), ces parallèles sont conjuguées harmo- 
'iiques relativement aux deux cordes, parce (ju'elles passent 
par les deux points à T infini conjugués par rapport aux 
deux coniques, el conséquemmenl par rapport aux deux 
bordes communes (300). Si Tune des coniques est un cercle, 
<îe« droites sont parallèles aux axes de Tautre courbe; mais, 
^lant rectangulaires, elles sont les bissectrices des angles 
formés par les deux cordes communes (G. S., 80). Donc : 

Les deux cordes communes à une conique et à un cercla 
font des angles égaux av^ec un axe de la conique. 

Corollaire I. — On conclut de là que : Quand un 
Cercle est tangent à une conique, la corde quil intercepte 
dans la conique^ et la tangente au point de contact^ sont 
également inclinées sur un axe de la conique. 

Cette proposition donne le moyen de mener par deux 
points d'une conique un cercle tangent à cette courbe. On 
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voit immédiatement que la question admet quatre solu- 
tions. 

Corollaire II. — Le cercle osculateur en un point 
d'une conique rencontre la courbe en un autre point tel, 
que la corde qui joint ce point au point de contact, et la 
tangente en celui-ci, sont également inclinées sur un axe 
de la conique. 

De là résulte une construction très- simple du cercle 
osculateur en un point d'une conique. 

§ III. — Coniques homotliétiques. 

373. Lorsque dans deux coniques il existe deux sys- 
tèmes de diamètres conjugués de l'une, parallèles à des 
diamètres conjugués de Vautre, ces coniques sont homo^ 
thétiqutfs, c'est-à-dire semblables et semblablement pla- 
cées. 

D'abord, tout système quelconque de diamètres conju- 
gués de l'une aura dans l'autre un système de diamètres con- 
jugués parallèles, parce que trois systèmes de deux diamètres 
conjugués d'une conique forment une involutîon (172). 

Soient ensuite AB et ab deux diamètres parallèles dans 
les deux coniques. Pour construire un point de la première 
courbe, on mène deux droites AM, BM parallèles à deux 
diamètres conjugués. Les parallèles à ces droites, a/w, 
É/n, déterminent un point de la seconde conique. Mais il 
est clair que les deux points M, m forment deux figures 
semblables et semblablement placées, dans lesquelles le ^ 

AB 

rapport de deux lignes homologues est égal à — • Donc, etc. • 

374». Deux coniques homothétiques ont une corde com—^ 
mune, à Vinjini, 

Si les deux coniques sont des hyperboles, leurs asyj 
ploies sont parallèles, par conséquent les deux courbes o\ 
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deux points d^ntersection à Tinfini, et la corde qui joint 
ces points est elle-même à Tinfini. 

Quand les deux coniques sont des ellipses, deux dia- 
mètres conjugués de Tune sont parallèles à leurs homo- 
logues dans l'autre; par conséquent deux.points à l'infini, 
conjugués par rapport à une conique, sont conjugués par 
rapport à l'autre. La droite située à Tinfini est donc une 
corde commune (327). 

Réciproquement : Quand la droite située à V infini est 
une corde commune à deux coniques, ces courbes sont ho- 
mothétiques. 

En effet, les deux courbes ont les mêmes systèmes de 
deux points conjugués sur la corde commune située à 
linfini (327); dès lors deux diamètres conjugués quel- 
conques de Tune sont parallèles ^ respectivement, à deux 
diamètres conjugués de l'autre; ce qui prouve qu^elles sont 
Wnothétîques (373). 

375. Deux paraboles quelconques sont toujours deux 
figures semblables. 

En effet, les équations des deux paraboles sont de la 
^orme 

'iirp=\.kp ^'=V.Ay (208). 

Le point m de la première étant pris arbitrairement, il 
existe sur la seconde un point m' àoui les coordonnées sont 

Ay=Y^P ^^ m'p' =z rr'mp. 

Car ces coordonnées satisfont à l'équation de la seconde 
^ourbe, en vertu de celle de la première. Ainsi aux points m 
de la première parabole, correspondent sur la seconde des 
points m' dont les coordonnées sont proportionnelles à celles 
des points m. Donc les deux courbes sont semblables. 

ConoLLAiRB. — Si les axes des deux paraboles sont p«- 
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ralièles, les deux courbes sont samblablement placées ^ àe 
sorte qu'elles sont honiothétiqufs. Alors elles ont un point 
de contact à riiifiui. C'est le point situé sur leurs axes pa- 
rallèles : et leur tangente en ce point est la droite située à 
Tinfini. Cetle droite est une corde commune aux deux 
courbes (368); ainsi ou peut dire que : Deux pamboles quel- 
conques y qui ont leurs axes parallèles^ sont homothé tiques 
et ont conscquemment une corde commune à Vinjinû 

376, Deux coniques homothétiques et concentriques ont 
un double contact sur la droite située à l' infini. 

Eu eflct, les deux coniques ont les mêmes systèmes de 
diamètres conjugués (373) ; par conséquent elles ont les 
mêmes tangentes issues de leur centie commun, parce 
que ces tangentes sont les rayons doubles de Tinvolution 
formée par les couples de diamètres conjugués (Hl); et 
les points de contact sont les mêmes, puisqu'ils sont sur la 
droite située à l'infini. Les deux coniques sont donc tan- 
gentes entre elles en ces deux points. Donc, etc. 

Réciproquement ; Quand deux coniques ont deux points 
de contact à Vinfiniy elles sont concentriques et homo^ 
thé tiques. 

En ciï'el, d'une part, le pôle de la corde de contact, qui 
est le même dans les deux courbes, est aussi le centre de 
chacune d'elles. Et d'autre part, les systèmes de diamètres 
conjugués sont les mêmes dans les deux coniques, puisque 
les tangentes issues du centre sont les mêmes. Doue les 
deux coniques sont homothétiques (373). Donc, etc. 

377. Quand deux coniques homothétiques sont con- 
centriques, les segments interceptes entre les deux courbes 
sur une transversale sont égaux. 

En eflet, les deux segments ««', AA' [fig* i23) appar- 
tiennent à une involution (300) dont un point double est 
situé à l'infini *, c'est le point situé sur la corde de contact 
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des deux coniques (376), qui représente deux cordes com- 
munes coïncidentes (370). On a donc 

Aa = AV. (G. S. y 195 ) c. q. f. d. 

Celte démonstration s*applique à une hyperbole et à ses 
deux asymptotes. 

Elle s'applique aussi à deux paraboles égales dont les 
axes coïncident en direction. Car ces courbes ont un con- 
tact du troisième ordre à Tinfini (371, Coro//.), etconsé- 
quemment deux cordes communes qui se confondent avec la 
droite située à Tinfini. 

378. Mener par trois points une conique homothétique 
à une conique donnée. 

Soient A, B, C les trois points donnés. Qu'on mène par 
'e milieu de la corde AB une droite parallèle au diamètre de 
la conique donnée conjugué à la direction de AB. Cette 
pstrallèle sera un diamètre de la conique cherchée. Avec la 
corde AC, on déterminera un second diamètre. De sorte 
4^^ le centre de la conique se trouve déterminé. Et par 
**^ile la consliuclion de la courbe est connue (166). 

379. Construire, une conique Iwinothélique à une co- 
^*7//e donnée et tangente à trois droites, 

Qu'on mène à la conique donnée six tangentes parallèles, 
^^Ux à deux, aux trois droites; elles forment, trois à trois, 
*^Uîi triangles, égaux deux à deux, qui se réduisent à quatre 
^ afférents, et tous semblables au triangle formé par les 
^**oîs droites données. Qu'on mène, des sommets d'un trian- 
St<î, des droites au centre de la conique, et par les sommets 
^^ triangle donné des parallèles à ces droites; ces paral- 
^^les détermineront le centre d'une conique satisfaisant 
^ la question. 

H y a donc quatre solutions. 
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^ IV. — Propriétés relatwes à trois coniques qui ont 
une corde commune ^ ou un ombilic commun, 

380. Quand trois coniques C, C, C'^ ont une corde com- 
mune, les trois cordes conjuguées à celle-là, dans les co^ 
niques prises deux à deux, passent par un même point. 

En effet, soit D la corde commune aux trois coniques, 
D', jy\ \y" les trois autres cordes appartenant, la première 
aux courbes C etC, la seconde à C et C", et la troisième 
à Cet C. Soit d' le point de rencontre des deux droites ly, I^. 
Une transversale menée par ce point rencontre la droite 
en J, la droite D^'' eu d"'^ et les trois coniqdes en trois 
couples de points a, a'; b, b\ et c, c'. 

Les trois couples de points «, a'; i, b' et rf, d' sont en 
învolution (300) \ de même les trois couples a^ a' -^ c^c' 
et rf, d^. Donc les trois couples /?, b' \ c, c' et d^ d' sont en 
involution (G.aS., 196). IViaisles trois couples i, i'-, c, c'et 
</, ^'" sont aussi en involution (300) : donc rf''^ coïncide 
avec rf'. C'est-à-dire que la droite I^ passe par le point de 
rencontre de D' et D". Ce qu'il fallait démontrer. 

381. Quand trois coniques ont une corde commune, 
les trois couples d*ombilics qui correspondent à cette 
corde, forment les quatre sommets et les deux points de 
concours des côtés opposés d^m quadrilatère j de sorte 
que les six ombilics sont, trois à trois, sur quatre droites. 

En effel, soient O, O', O" les pôles de la corde commune 
aux trois coniques ; les six ombilics sont situés deux a deux 
sur les trois droites OO', OiT, O'Cy (361). Que d'un 
point m de la coixie commune on mène aux trois points O, 
0\ (y des droites qui rencontrent, respectivement, les 
ti-ois coniques en in^is couples de points a, a' \ b^b' et 
c, c'. Considérons trois de ces six points, pris sur les trois 
coniques, tels que «, A, c. Les droites ai, Ac, ca qui les 
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joignent deux à denx passent par trois des ombilics (36S), 
teiquels sont les points où ces droites rencontreront, respec- 
liveroenl, les trois OO', O'C et Cy'O (361 ). Mais ces trois 
points de rencontre sont en ligne droite, parce que les trois 
droites Oa, O'A, Of'c qui joignent deux à deux les sommets 
des deux triangles OO'O'' et ahc^ partent d'un même point 
m [G, 4$., 365). Ce qui démontre la proposition. 

382. Quand trois coniques ont un ombilic commun^ les 
trois autres ombilics conjugués a celui-là sont en ligne 
droite. 

Les démonstrations de cette proposition et de la suivante 
sont en quelque sorte calquées sur celles des propositions 
(381 et 382) ; il serait superflu de les reproduire. 

383. Quand trois coniques ont un ombilic commun, 
les trois couples de cordes communes aux coniques prises 
deux à deuXy qui correspondent à cet ombilic, foiment 
les côtes et les diagonales d^un quadrilatère, de sorte que 
ces six droites passent^ trois à trois^ par quatre points. 

S V. — Perspectiv^e de deux coniques de\>enant deux 
coniques homojocales ou deux cercles. 

384. Etant données deux coniques^ on demande de 
fi^re la perspectiv^e de ces courbes, de manièœ quelles 
tiennent deux coniques homofocales. 

Les deux coniques doivent n'avoir qu'un système de 
^eux ombilics réels, et ces points doivent être intérieurs 
^«x deux courbes. 

Première solution. — Soient F, F' ces deux ombilics. Il 
stiffit de faire la perspective Je manière que ces points de- 
viennent les foyers de Tune des deux nouvelles courbes 
(298, 5®). Ils seront aussi les foyers de Tautre, parce que 
quand un ombilic commun à deux coniques est un foyer 
"^ Tune, il est aussi un foyer de l'autre, en \crtu de la 
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propriété (276) des foyers. Ainsi le problème est résolu. 

Deuxième solution. — Deux coniques honiofocales ont 
deux ombilics imaginaires à Tinfinî sur un cercle (294). 
D'après cela, qu'on cherche les trois droites dont chacune 
a le même pôle dans les deux coniques proposées. Sur l'une 
de ces droites se trouvent les deux ombilics réels F, F', 
des deux coniques (347), et sur chacune des deux autres 
sont deux ombilics imaginaires. Il suffit donc de faire la 
perspective de la figure .de manière que l'une de ces der- 
nières droites, L, passe à l'infini, et que les deux ombilics 
qu'elle contient se trouvent sui' un cercle. 

A cet effet, qu'on prenne sur la droite L, deux couples 
de points conjugués harmoniques par rapport aux deux 
ombilics situés sur cette droite-, soient a, a' et è, b' ces 
deux couples de points. Qu'on décrive sur les segments aa\ 
bb' comme diamètres, deux circonférences qui se rencon- 
trent en deux points O, O'*, et sur la droite OO' comme 
diamètre, une circonférence dans le plan perpendiculaire 
au plan de la figure. L'œil qui fera la perspective sera 
placé en un point quelconque de cette circonférence : et le 
problème sera résolu. 

385. Étant données deux coniques y on demande d'en 
Jaire la perspective de manière que ces courbes deviennent 
deux cercles. 

Il est évident qu'il faut que les deux coniques n'aient 
pas leurs quatre points d'intersection réels, çiais deux au 
plus. Dès lors elles n'ont que deux cordes communes réelles ; 
et sur une de ces droites, ou sur les deux, les points d'in- 
tersection sont imaginaires. ., 

Soit Lune corde commune satisfaisant à cette condition. 
On fera la perspective de manière que Tune des deux coni- 
ques devienne un cercle dans lequel la droite L aura passé à 
l'infini (298, 1^). L'autre conique sera aussi un cercle, 
puisque ces courbes, ayant une corde commune à l'infini, ^ 



CHAP. XV. — PERSPECTIVE DE DEUX CONIQUES. ^53 
seront homothétiques (374) . Le problème est donc résolu ( i ) . 

Observation. — On peut résoudre, par les mêmes prin- 
cipes, diverses autres questions concernant la perspective 
de deux coniques : par exemple, demander que les deux 
courbes deviennent deux hyperboles équilatères, ayant un 
foyer commun^ deux paraboles ayant un foyer commun; 
deux coniques homothétiques ayant un foyer commun ; 
Tune un cercle, et l'autre une conique ayant son foyer au 
centre du cercle. 



(*) Cette question seule a été résolue, par des considérations fort diffé- 
rentes, dans le Tmité des Propriétés projectives des figures de M. Pon- 
erfel(art. 110 et 121). 
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CHAPITRE XYL 

PROPRIÉTÉS DE TROIS ET DE QUATRE CONIQUES PASSANT 
PAR QUATRE POINTS, OU TANGENTES A QUATRE DROITES. 



§ I. — Trois coniques passant par quatre points. . 

386. Théobème général. — Quand trois coniques pas- 
sent par quatre points (réels ou imaginaires), si de 
chaque point m de Vune^ on mène à deux points fixes 0, 
O', des droites qui rencontreront respectii^ement les deux 
autres coniques en des points a^ a^ et h, W : on a la rela- 
tion constante 

, , ma, ma' mh *mb' 

^ ■ Oa.Oa' O'b.O'b' 

C'esl-à-Jire que si d'un autre point fx de la première co- 
nique on .mène aux points O, O' deux autres transversales, 
qui rencontreront les deux autres courbes en aj, a, et A,, 
h\ , respectivement, on aura Téquation 

ma .ma' ^ mb,mh' pa,.|xfl', ^ p^, ^b\ 

^' ^ Oa.Oa'' O'b.O'b''^ Oa,,Oa\ ''0'b,.0'b\' 

Soient A, A' et B. B' les points où la droite mfji rencontre 
la deuxième et la troisième conique : on a dans le trian- 
gle wO|[x, par le théorème de Carnot (23), l'équation 

ma .ma' ^ uai.iia\ mk.mA! 

Oa.Oa' * Oa,.Oa\ ~ fxA.fxA' ' 

Et pareillement dans le triangle mO' y.^ 

mb.mb' \Lbx.\t.b\ w/B.wB' 

O'b.O'b' • 0'b,.0'b\ ~" fiB.fiiB'' 



CH. XVI.— TROIS CONIQ. PASS. PAR QUATRE POINTS. aSS 
Mais les trois coniques passant par les quatre mêmes 
points, les trois couples de points /w, fx; A, A' et B, B' 
sont en involution (302), et Ton a 

m A. m A' /wB.mB' 
pA.fiiA' "~ fxB.pB'* 

Cette équation et les deux précédentes donnent celle qu'il 
s'agit de démontrer. Donc, etc. 

Réciproquement : 5^, ayant deux coniques C, C et 
àeux points fixes O, O', on cherche un point m tel, que 
Us segments faits sur les deux droites mO, mO^ par les 
deux coniques, respect ii^ement y satisfassent à la relation 

, , ma, ma' mb.mb' 

"^ 0^707- cTôrW ='='"'**• = ' = 

fc Ueu du point m sera une conique passant par les 
points d*intersection [réels ou imaginaires) des deux co- 
niques proposées. 

Cherchons les points d'une droite donnée L qui satisfont 
^ la question : soit m un de ces points, et «j, a\ ; i, , b\ 
'w couples de points dans lesquels la droite L rencontre 
les deux coniques C, C 

Que par les points O, O' on mène parallèlement à L, 
"eux droites qui rencontreront les coniques en û, , a\ et 
^ii b\ respectivement; on aura (49) 

ma, ma' mat,ma\ mb,mb' mbi.mb\ 

Ofl.O/i' ~0<?,.Ofl',' O'b.O'b' "^ 0'b,.0'b\' 

d'où 

l^x mai,ma\ ^ mbx . nib\ ■___ . 

Oa, On\'' 0'b,.0'b\ ~ *" 

On détermine par celte équation deux points m, m' ap- 
P^ï*tenant au lieu géométrique cherché; et Ton a évidem- 
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ment entre ces deux points la relation 

ma , . ma\ m'a , . m'a\ 
mby.mb\ m'bx>m!b\ 

qui exprime que les deux points w, m' forment une învo- 
lution avec les deux couples a, , a, ; b^ , b\ . Donc si la 
transversale L tourne autour d'un point m, appartenant 
à la courbe cliercliée, le point m' décrira une conique pas- 
sant par ce point m et par les quatre points d'intersection 
des deux proposées C, C (303). Ce qui démontre le théo- 
rème. 

387. Corollaires. — L'équation (i), et l'équation (a) 
qui en est une conséquence, comme nous venons de le voir, 
donnent lieu à de nombreux corollaires qui sont autant 
d'expressions différentes du même théorème général. 

I. — Supposons d'abord que les points O et O' soient les 
centres des deux coniques C, C, et que D, D' soient les 
demi-diamètres parallèles à la droite L menée par un 
point m de la troisième courbe; 1 équation (a) devient 

ma^.md. mbx.mb\ 

—^. :_-^ = const. = X. 

Ainsi : 

Quand trois coniques ont les mêmes cordas communes^ 
si par un point m de Vune, on mène une droite qui ren- 
contre les deux autres en deux couples de points a, a' et 
b, b', et que D, D' soient les demi-diamètres de ces deux 
courbes, paiallèles à la droite, on aura la relation 
constante 

,_. ma, ma', mh.mb* 

(3; — jp — : — ^^_. = coDSt. = X, 

quels que soient le point m de la première conique, et la 
direction de la droite menée par ce point. 
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II. — La même équation a lieu, en vertu du théorème 
de Newton (49), lorsque les points a, a! ^ i, i' des deux 
coniques sont sur des transversales difTéreutes, menées par 
le point m dans des directions quelconques; D et D' étant 
les demi -diamètres parallèles à ces droites, respectivement. 
De sorte que si les deux droites ma, mb sont tangentes aux 
deux coniques, Téquation devient 

ma mb 

-=-- : --7- = const. 
D D' 

Donc : 

Quand trois coniques ont quatre points communs, si de 
chaque point de Vune on mène une tangente à chacune 
des deux autres, et quon prenne le rapport de chaque 
tangente au demi-^amètre qui lui est parallèle : les deux 
rapports sont entre eux en raison constante. 

ni. — Si dans le théorème général (386) le point O' est 
à rinfini, dans une direction déterminée, l'équation (i) 
subsistera comme si les segments comptés à partir de ce 
point devenaient égaux à Tunité, c'est-à-dire qu'on aura 

it\ ma, ma , t» .. ^ 

(4) -7:^ — — —r : /w6./w6'= const. = >,. 

Car dans l'équation (i') le rapport q,l q, y devient égal 
à Puniié. 

IV. — Si le point O est aussi à l'inâni, l'équation se ré- 
duit à 

tt\ ma, ma' 

V. — Si les points O, O' coïncident, l'équation (i) de- 
vient 

,«, ma. ma' Oa.Oa' 
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perboles, ce qu'on reconnaît en ramenant ce cas, par une 
perspective, à celui d'une ellipse et d'une Hyperbole; de • 
sorte qu'on obtient les mêmes résultats. 

On peut donc énoncer ce théorème général : 
Quand trois coniques C, C, C" ont quatre points com- 
muns [réels ou imaginaires), si un point de C est inté^ 
rieur à l'une des deux C, C et extérieur à Vautre^ tous 
les points de C sont dans le même cas ^ c'est-à-dire que 
chaque point de cette conique est intérieur à Vune quel- 
conque des deux C, C, ef extérieur à Vautre, 

Et si un point de Ct" est intérieur ^ ou extérieur, àC et 
à C, il en est de même de tous les autres points dé cette 
conique; cest-à-dire que tout point de CI' est, soit inté- 
rieur, soit extérieur, indifféremment, aux deux autres 
courbes à la fois, 

389. Le théorème ( 386) fournit une solution du pro- 
blème suivant. 

Étant donnés deux coniques C, C, un point m, et une 
droite L, on demande de trousser les points d'intersection 
de cette droite et de la conique S déterminée par la con- 
dition de passer par le point m et par les quatre points 
d'intersection des deux coniques. 

Par le point m on mènera une droite quelconque ren- 
contrant les deux coniques C, C en a, a' et t, fe', et la 
droite L en O.. Soient a^^d^ et ij, b\ les points où L coupe 
les deux courbes C, C, et mx l'un des points cherchés où 
elle rencontre la conique inconnue S : on aura (386) 

ma, ma' ^ mb.mb' m^a^.m^d^ nixbi mxh\ 

Oflf.Ôfl' * Ob.Ob' "~ Oâf,.Ofl', • 06,. 0^; 

Le premier membre est connu; et Téquation donne par 
suite le point m^ . Elle a deux solutions, qui sont les deu:8 
points cherchés. 
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§ n. — Cas particuliers et conséquences des 
théorèmes précédents. 

390. Si les trois coniques sont des cercles^ l'équation (5) 
se réduit à 

ma . ma' 



mh ,mb' 



= const. 



On conclut de là que : Quand trois cercles ont la même 
corde commune , les tangentes menées d'un point de Van 
aux deux autres^ sont entre elles dans un rapport con- 
stant, 

391. Supposons que la conique Csoit un cercle, et C 
lensemble de deux droites*, et que les deux points O, O' 
soient à Tinfini, auquel cas on a Féqualion (5) 

ma . ma' 

— — = const. 

mù.mo 

Le rectangle ma. ma' est égal au carré de la tangente 
menée du point m au cercle C, et mb . mb' est proportionnel 
au produit des distances du point m aux deux droites. Donc : 

Etant donnés un cercle et deux droites, le lieu d 'un 
point tel, que le carré de la tangente menée de ce point 
au cercle, et le prodiut des distances du même point 
aux deux droites, soient en raison donnée, est une coni- 
(jue qui passe par les quatre points d'intersection du cercle 
et des deux droites. 

Corollaire. — Si les deux droites se confondent, la 
conique lieu du point m aura un double contact avec le 
cercle sur la droite unique. Ainsi nous pouvons dire que : 

Quand un cercle a un double contact [réel ou imagi^ 
naire) avec une conique^ si de chaque point de la conique 
onmène une tangente au cercle et une perpendiculaire à 
h droite de contact, le rapport de la tangente à la pcr-- 
pcndiculaire sera constant. 



202 TRAITÉ DES SECTIONS CO.NIQUES. 

392. 11 résulte de là, évidemment, que : 

Quand deux cercles égaux ont un double contact ax^ec 
une conique y et que les cordes de contact sont parallèles, 
la somme ou la différence des tangentes menées aux deux 
cercles par chaque point de la conique est constante, 

393. Chacune des deux coniques C, C'peut être l'en- 
semble de deux droites, ou bien un point qui représentera 
une conique infiniment petite, homothélique à une conique 
donnée. 

Supposons que la première C soit un point P, et la se- 
conde CTensemble de deux droites L, \J\ on se servira de 
Téquation (4) de l'article (387), dans laquelle on pourra 
remplacer le produit mb,mb' par le produit des distances 
du point m aux deux droites -, et on prendra pour le point O 
le point P lui-même. Le produit Oa.O«', ouPa.Pa', est 
proportionnel au carré du diamètre D parallèle à Pm dans 
la conique à laquelle la courbe infiniment petilcC est ho- 
motbiétique. De sorte que l'équation deviendra 

2 

— :(/w,L).(/7?,L') = const. 

Le lieu du point m déterminé par cette équation est une 
conique ayant pour axes de symptose avec la conique in- 
finiment petite les deux droites L, L'. 

Corollaire. — Si la conique, à laquelle le point P, re- 
gardé comme une conique infiniment petite, est homothé- 
tique, est un cercle, l'équation se réduit à 

= CODSt. 



Donc : 

Étant donnés un point fixe P, deux droites et une 
raison X, le lieu d^un point dont le carré de la distance 
au point fixe est au produit de ses distances aux deux 
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droites^ dans la raison "k^ esL une conique qui passe par 
ks points d'intersection {imaginaires) des deux droites et 
du cercle infiniment petit représenté par le point fixe. 

Réciproquement : Étant pris arbitrairement un point P 
dans le plan d'une conique, on pourra toujours déter- 
miner deux droites telles, que le carré de la distance de 
chaque point de la conique au point V^ et le ptx>duit des 
distances du même point de la courbe aux deux droites, 
soient en raison constante. 

En effet, ces deux droites seront les axes de symptose de la 
conique etdu cercle iufiuimentpetit représenté par le point. 

Conséquemment ces droites sont cgalemenl inclinées sur 
Tun des axes de la conique (372). 

394. Si les deux coniques C, C se réduisent à des 
points P, P' qui représentent des coniques infiniment 
petites données d'espèce, c'est-à-dire homothétiques à deux 
coniques données Z, Z\ Téquation (i) devient 



iwP wP' 




/wP 


/wP' 


! — 7— = const. 


ou 




-—r- = const. 


Di • D/2 




D • 


D 



D, D' sont les demi-diamètres parallèles à Pm etP'/w dans 
les deux coniques S, 2'. De sorte que si ces courbes ont 
leurs centres en P et P' (fig» 1^4), l'équation s'écrira 

wP /wP' 

PÂ-FT = """*'• 
Donc: 

Étant données deux coniques quelconques dont les 
centres sont P e^ P', si l'on demande de trouver un 
point m tel, que le rapport de ses distances à ces deux 
centres et le rapport des demi -diamètres des deux co^ 
niques situés sur les droites Pm, P'm, soient en raison 
donnée : le lieu du point m sera une conique qui passera 
parles points d'intersection (imaginaires) des deux coni- 
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ques infiniment petites placées aux points P, P' et homo- 

thétiques aux deux coniques données. 

La coBÎquie trouvée divise harmonîquçmcDl le "seg- 
ment PP'. 

Réciproquement : Si Von prend dans te plan d'une co- 
nique G' deux points P, V conjugués par rapport à cette 
conique^ on peut déterminer deux autres coniques 2, S' 
ayant leurs centres en ces points ^ et telles, que le rapport 
des distances de chaque point de la conique C aux deux 
points P, P', divisées respectivement par les demi-dia- 
mètres des deux coniques S, 2' situés dans la direction 
de ces distances, sera constant. 

395. Si Ton conçoit deux cylindres quelconques ayant 
pour bases les deux coniques 2, 2' (fig> i ^4)? et qu'on mène 
par le point m des plans qui coupent les deux cylindres sui- 
vant des cercles, leurs axes en deux points /?, p\ et les arêtes 
qui parlent des points A, A' en deux points a, a\ on aura 

/M P mp m P' mp^ 

pX""'^ ^^ P^Â'~"^' 

Donc 

mp va 

— 7 = -7-7 X const. 

mp' /?' a 

Le second membre est constant, parce que pa et p'a' sont 
les rayons de deux cercles. Donc 



mp 
Ainsi : 



mp 
— — ~ const» 



Lorsque deux droites sont données dans l' espace ^si Von 
demande de trouver dans un plan donné un point dont 
les distances aux deux droites, estimées parallèlement à 
des plans fixes donnés, soient dans un rapport constant : 
le lieu de ce point est une conique. 
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Réciproquement : Si Von prend deux points P, P' con- 
jugués par rapport à une conique C", et qu'on mène par 
ces points deux droites fixes quelconques A, A', obliques 
ou perpendiculaires au plan de la figure : on pourra dé- 
terminer les directions de deux plans Q, Q' tels, que les 
distances de chaque point m de la conique C aux deux 
axes A, A', comptées parallèlement aux deux plans, 
aient un rapport constant. 

Car ces plans seront ceux qui couperont suivant des cer- 
cles les deux cylindres ayant pour axes les droites A, A', et 
pour bases les deux coniques S, Z^ de la réciproque du théo- 
rème précédent. 

§ in. — Propriétés relatii^es à trois coniques inscrites 
dans un même quadrilatère, 

396. Théorème cÉffÉRAL. — Étant données trois coni- 
ques C, C et 2 inscrites dans un quadrilatère, et deux 
droites fixes O, O'j si par les points où, une tangente M 
• de la conique S rencontre les deux dmites 0< C/, on mène 
les tangentes A, A' et B, B' aux deux coniques C, C res^ 
pecn\f€ment, on aura la relation 

/v 8in(M, A).sin(M, A') ^ sin (M, B),sin (M,.B') __ 

^*' sin(0, A).sin(0,A') * sin (O', B).siD(0', B') ~ ^^"^^•* 

(juelfe que soit la tangente M. 

La démonstration sera imitée de celle du théorème (386). 

Réciproquement : Étant données deux coniques C, C 
^ï deux droites fixes O, O', si Von mène une transiter - 
^ûfeM, de manière que les tangentes A, A' et B, B' me- 
^es aux deux coniques, par les points ou cette transiter- 
sale rencontre les deux droites 0,0', satisfassent à la 
^dation 

sin(MyA).sin(M,A^) . sin(>f, B).sïn (M, B^ _ ^ 
sin(0, A).sin(0, A') ' sin (O', B}.sin(0', B') "" ' 
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X étant une constante donnée: Veni^eloppe de la droite M 

sera une conique inscrite dans le quadrilatère circonscrit 

àCetC/. 

Corollaire. — Les deux droites fixes O, Of peuvent 
se confondre en une seule \ le théorème reçoit alors cet 
énoncé : 

Étant données trois coniques C, C et 2 inscrites dans 
un même quadrilatère, et une droite fixe O ; si par chaque 
point de cette droite on mène des tangentes A, A'e^B, B' 
aux deux coniques C, C, e^ une tangente Ma la troisième 
conique S, on aura la relation 

sin(M, A).sin(M,AO , sin(M, B).sin (M, B^) __ 
sin(0, A).sin(0, A') * sm{0, B).sin (O^B') "" ^^"* ' 

397. Supposons qu'une transversale rencontre les tan- 
gentes et la droite fixe O en des points //i, a, a\ 6, fe' et o ^ 

,, . siD(M, A) sin(M,B) , 

1 expression . ' , ; : . )^ ' est un rapport annarmo- 
^ sin(0, A) sin(0, B) ^^ 

, I ^ ma mh ti > • n / 

nique égal a — : — . il s ensuit que 1 équation entre 

les sinus donne celle-ci : 

ma. ma! mb,mb' 

T • — i — TT = consl. 

oa . oa ob . ob 

Corollaire. — Si la transversale est menée parallèle- 
ment à la droite fixe O, cette équation se réduit à 



mh .mh' 



: const. 



398. Si la droite fixe O est à l'infini, les cinq tangentes 
menées par un point de cette droite sont parallèles entre 
elles. On peut alors considérer les segments m«, ma', /ni, 
mV comme représentant les distances de la tangente de 2 
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aux tangentes des deux autres courbes ^ et Ton a ce théo- 
rème : 

Quand trois coniques C, C\^sont inscrites dans un qua- 
drilatère^ si on leur mène des tangentes parallèles entre 
elles : le produit des distances d 'une des tangentes de la 
conique^ aux deux tangentes de la conique C, et le pro- 
duit des distances de la méme~ tangente de Z aux deux 
tangentes de C, seront en raison constante. 

CoaoLLÀiRE I. — Si Ton prend pour la conique Z la 
droite qui joint deux sommets opposés du quadrilatère cir- 
conscrit aux deux coniques C, C, on en conclut cette pro- 
priété relative à deux coniques : 

Si Von mène à deux coniques, quatre tangentes paral- 
lèles, A, A' à Vune, et B, B' à Vautre, le produit des 
dislances de A et A' à un sommet du quadrilatère circon- 
scrit aux deux courbes, sera au produit des, distances 
de B et B' au même point, dans une raison constante, quelle 
que soit la direction commune des quatre tangentes^ 
Et cette raison est la même à V égard du sommet opposé, 
CoKOLLÀiRE U. — Si les deux coniques Z et C étant quel- 
conques, on prend pour C la droite limitée à deux ombilics 
conjugués de ces deux courbes, le théorème a cet énoncé : 
Etant données deux coniques Z et C, si on leur mène 
des tangentes parallèles, le produit des distances d^une 
tangente de la première aux deux tangentes delà seconde, 
et lo produit des distances de la première tangente à deux 
ombilics conjugués des deux coniques ^ seront en raison 
constante. 

Corollaire III. — Si les deux coniques sont homofo- 
cales, les foyers sont deux ombilics conjugués (294) ; or le 
produit des distances de chaque tangente de la première, aux 
foyers, est constant (285^ Coroll. II) -, il s'ensuit donc que : 
Quand deux coniques sont homo focales, si on leur mène 
des tangentes parallèles, le produit des distances d'une 
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tangente de la première aux deux tangentes de la seconde, 

est constant. 

399. Soient C, C et Z trois coniques quelconques in- 
scrites dans un même quadrilatère ^ on leur mène des tan- 
gentes parallèles entre elles \ A, Â^ sont les deux tangentes à 
la première, B, B' les deux tangentes à la seconde, et M une 
des tangentes à la troisième ; en désignant par (M, A) la 
distance de la tangente M à la tangente A, et ainsi des au- 
tres distances, on a la relation 

(M, A). (M, A') ,^^o, 

Le produit (M, A) . (M, A') est positif quand les deux tan- 
gentes A, A' de la conique C sont d'un même côté de la tan- 
gente M, et négatif quand ces deux tangentes sont de côtés 
difierents de la tangente M. Si la conique C est une ellipse, 
la tangente M la rencontre ou ne la rencontre pas, selon 
que le produit (M, A). (M, A') est négatif ou positif; et si 
cette conique est une hyperbole, c'est le contraire 5 c'est- 
à-dire que la tangente M rencontre ou lie rencontre pas 
l'hyperbole, selon que le produit (M, A). (M, A') est po- 
sitif ou négatif. 

Il en est de même du produit (M, B) . (M, B'), à Tégard 
delà conique C. 

Le rapport des deux produits étant toujours le même, 
quelle que soit la tangente M qui roule sur la conique 2, on 
conclut de ces considérations que : 

Quand trois coniques C, C, 2 sont inscrites dans un 
quadrilatère [réel ou imaginaire), si une tangente de^ 
rencontre une seule des deux coniques C, C, // en sera 
de même de toute autre tangente de 2 5 c'est-à-dire que 
chaque tangente rencontrera une des deux coniques C, C 
[Vune ou Vautre indijjéremment) y mais une seul^. 
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Et si une tangente rfeS rencontre les deux coniques C, C! 
chacune en deux points y ou non rencontre aucune ^ lien 
sera de même encore pour toutes les autres tangentes de la 
conique 2. 

400. Le théorème (396) fournit une solution de ce pro- 
blème. 

Étant données deux coniques et une droite M, on de^ 
nuinde de mener par un point donné L les tangentes à 
la conique déterminée par la condition d^être inscrite 
dans le quadrilatère ciixonscrit aux deux proposées et 
d'être tangente à la droite M. 

Par le point L on mène une droite quelconque O5 par 
le point où cette droite rencontre la droite M ou mène aux 
deux coniques proposées les tangentes A, A' et B, B' -, on 
aura en appelant |!x Tune des tangentes menées du point L à 
la conique inconnue, et a, a', 6, 6' les tangentes aux deux 
coniques proposées, 

8in(M,A).sin(M,A^) , sin(M, B).sin(M, B^) 
sin(O.A).sin(O.A') ' sin(0, B).sin(0, B') 

sin(fx, a).sin(fA, a') ^ sin(p, 6).sin(|x, 6') 

"~sin(0, a).sin(0,a'f sin(0,6).sin(0,6')* 

Le premier membre est connu, et l'équation servira à 
déterminer la position de la tangente ^. Il y aura deux 
solutions qui seront les deux tangentes à la conique in- 
connue, menées par le point L. 

§ IV. — Propriété générale de quatre coniques ayant 
les mêmes points d'intersection, 

401. Quand quatre coniques C, C, C", C" ont les 
^mes points d* intersection , si Von mène une transuer^ 
sale, et quon représente par di^ a' ei b, b' les deux couples 
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de points dans lesquels cette droite rencontre les deux pre- 
mières coniques y et par m, n deux des points dans les- 
quels elle rencontre la troisième et la quatrième, respec' 
tii^ement, on a la relation constante 

ma . mn' na . na! 

: — 5 = coDSt. , 

mb . mb' * nb . nb' 

quelle que soit la transversale. 

En eflfet, soient D, D' les demi -diamètres des deux coni- 
ques C, C parallèles à la transversale ; on aura 

ma . ma' mb . mb' 

D» ' D>' =co"St.=>; 

et de même 

na . na' nb . nb' ,__^ , , 

— g^:-j^77~=-const.=^: (387,1.) 

De ces deux équations on conclut celle qu'il s'agit de 
démontrer. 



§ V. — Propriété relatis^e à quatre coniques inscrites 
dans un mênie quadrilatère. 

402. Quand quatre coniques C, C, C^', Q"' sont in- 
scrites dans un quadrilatère^ si d*un point P on mène aux 
deux premières deux couples de tangentes h^ h! et B, B', 
à la troisième une tangente M, et à la quatrième une tan- 
gente N, on aura la relation 

sin(M, A).sin(M, K') , sin(]N[, Aj.sinfN, A') _ 
sin(M, B).sin(M, B') ' siniJN, B).sin(N, B') "" ^^"^**' 

quel que soit le point P par lequel on a mené les tangentes. 
Ce théorème est le corrélatif du précédent. Carl'équa- 
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tion 

ma . ma' na . na' 

= coilst. 



mb.mb' ' nb.nb' 



secnt 



(ma na\ [ma' na'\ 
mb nb) \mb nb j 

et ne renferme que des rapports anharinoniqucs, de même 
que réqiiation qu'il s^agîtde démontrer, et qui est la 'cor- 
rélative de celle-là. Mais voici une démonstration directe 
du théorème. 

Soit une droite O prise arbitrairement, et sur celte droite 
un point Q; que par le' point où la tangente M rencontre 
cette droite on mène aux deux coniques C, C les couples 
de tangentes a, cl' et 6, 6'; et par le point Q les couples de 
tangentes Ai , A'^ et Bj , B', . Représentons par I la droite PQ. 
Considérant le triangle formé par les trois droites M, O, I, 
et les tangentes aux deux coniques C, C, menées par ses 
sommets, on a (29) les deux équations 

sin(M,A).8in(M,A') sin(I, A.).sin(I, A',) sin(0, a).sin(0, a')_ 
sin(l,A).sin(I, A')*sin(0,A,).sin(0, A;)'sin(M, a).sin(M,a')"~'' 

siD(M,B).sin(M,BO sin(I, B.).sin(I, B^) sin(0, 6).sin(0, SQ ^ 
siniI,B).sin(I, B')'sin(0,B,).sin(0,B',)*sin(M, 6) sin(M, 6')~'' 

d'où, en divisant membre à membre, 

r sin(M, A).sin(M, AQ . sin (I, A).sin(I, A^) l 
Lsin(M, B).sin(M, B') * sin(I, B).^sin(I, B')J 

T sinfl, A.).sin(I, A^) . sin(I, B.).sin(I, B^) ! 
LsiniO, A,).sin(0, A'J * sin(0, B,).sin(0, B',)J 

r 8in(0, «).8in(0, a^) , sin(0, 6).sin(0, 6^) "j _ 
[sinJM, a).sin(M, a!) * sin(M, ej.sin(M, 6'jJ "" '* 

Ona semblablement, en appelant a, , a, et 61 , é'^ les cou- 
ples de tangentes aux deux coniques C, C, menées par le 
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point où la tangente N rencontre la droite O, 

r siD(N, A).sin(N, A^) ^ ain(I, A).sio(I, A^) "] 
Lsin(N, B).sin(N, B') * sin(I, B).sin(I, B')J 

r sin(I, A.).sin(I, A\) . 8ia(I, B.).sin(I, B^) ! 
^ Lsin(0,A,).sin(Q,A',) ' sin (O, B,).sin(0, B'jJ 

[ sin(0, a,).sin(0, g,) ^ sin(0, 6,).sin(0, gj l _ 
sin(N, a,).sin(N, a'j * sin(N, 6,).sin(N, 6'/jJ ""^^ 

Divisant Tune par Tautre ces deux équations et obser- 
vant que les troisièmes facteurs qui s'y trouvent sont des 
quantités constantes d'après le tkéorème (396, Coroll.)^ 
l'équation résultante est celle qu'il faut démontrer. 
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CHAPITRE XTII. 

THÉOftÈMES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX POINTS D'INTERSEC- 
TION DE TROISCONIQUES QLTLCONQLIES, ET AUX TANGENTES 
COMMUNES A CES COURBES PRISES DEUX A DEUX. 



§ I. — Théorèmes relatifs aux points d^ intersection 
de trois coniques. 

403. Théouème général. — Étant données trois co- 
niques quelconques U, A, A', si Von en décrit deux 
autres B, B', dont B passe par les points d^ intersection de 
\^ el k'^ et W par les points d^ intersection de U et A! : 
les quatre points d^ intersection de B et B' seront sur une 
conique 2 passant par les points d'intersection de A 
etk'. 

Représentons par 

U = o, A = o, A' = o, 

Icséquations des trois coniques, soit entre les distances;;, 
?, /• de chaque point à trois droites fixes (24), soit entre 
les coordonnées j:, y de Descartes (25). L'équation de la 
conique B, qui passe par les points d'intersection des deux' 
U et A, doit être satisfaite par les équations simulta- 
nées U = o, A = o, et dès lors est de la forme 
U4-X.A = o; 

)• étant une quantité constante indéterminée. 

Pareillement, l'équation de B', qui passe par les points 
d'intersection de U et A', est 

U-J-V.A' = o. 

Toute équation résultant de l'addition de ces deux pre- 

18 
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mîères multipliées par des coeiBcients constants quelcon- 
ques, telle que 

«.(U 4- >A) 4- a\ (U + VA') = o, 

représente une conique qui passe par les points d^intersec- 
tion àé B et 6', puisqu'elle est satisfaite par les équations 
de celles-ci. 
Soit 

a' z=z — a, 
l'équation se réduit à 

X.A— V.A' = o. 

Elle représente donc une conique qui passe par les quatre 
points d'intersection de B et B'. Mais elle est satisfaite par 
les équations A = o, A' = o ^ la conique passe donc aussi 
par les quatre points d'intersection de A et A'. Ce qui dé- 
montre le théorème. 

Autrement, Soient e, e, deux des points d'intersec- 
tion des deux coniques B, B'. Prouvons que par ces deux 
points on peut mener une conique passant par les quatre 
points d'inlerseclion des deux proposées A, A'. Soient a, 
a^ \ a', û, et m, Wj les trois couples de points dans lesquels la 
droite ee^ rencontre les trois coniques A, A' et U. Les trois 
•courbes U, A et B ont quatre points communs; les trois 
couples M, Wi', a, «i et e, ei sont donc en involution (302), 
Les trois couples w, Ui*, a', a^ et e, e^ sont de même en invo- 
lution. Donc les trois couples a, ai*, a', d^ et e, e^ sont aussi 
en involution (G. *S., 198). Donc par les deux points e, 
e^ on peut mener une conique passant par les points d'in- 
tersection de A et A'. Or celte conique est déterminée par 
le seul point e-, donc elle reste la même, quel que soit celui 
des trois autres points d'intersection des deux coniques B, 
B'que ei représente. Ainsi le théorème est démontré. 

Obseivation. — Cette démonstration est extrêmement 
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simple, puisqu'elle ue repose que sur le théorème de De- 
sargues : toutefois elle laisse quelque chose à désirer, parce 
qu'on y raisonne sur les points d'intersection des deux co- 
niques B, B' pris isolément, ce qui suppose quMls sont 
réels; mais avec le secours d'une autre propriété des co- 
niques (387, VI, /?em.), on étend la démonstration au cas 
où ces points sont imaginaires. 

Soit L la corde commune aux deux coniques B, B', sur 
laquelle sont leurs deux points d'intersection e, ei (réels ou 
imaginaires). Par ces points, ou peut mener une conique 2 
passant par les quatre points d'intersection de A et A', 
ainsi qu'il vient d'être démontré. Il reste à prouver que 
cette conique passera par les deux autres points d'intersec- 
tion eV^',1 de B et B', situés sur la seconde corde com- 
mune V. Soient v, a, a\ e les milieux des segments i/Mj, 
flû,, a^a\ et ee, ; et soient de m(^me v', a,, a\j t' les mi- 
lieux des segments u'w', , a^a^^ ^2^3 et c' e\^ interceptés par 
les quatre coniques U, A, A', B sur la seconde corde L'. 
Soit enfin O le point de rencontre de L et de L'. La con- 
dition pour que les deux segments ee^ et e'e\ soient inter- 
ceptés par une même conique passant par les quatre points 
<J'intersection des deux A, A', est 

tCL 8 oc' e'oCi s' et 

Oa.Oa, • Oa\Oa\ ~ Oa,.Oa, ' Oa\.Oa\ ^^^^' ^^)* 

C'est donc celte équation qu'il faut démontrer. Or, la 
conique B passant par les quatre points d'intersection de A 
etU, ona 

ca 6v c'a, sS' 



Oa.Oa^ * 0//.0«, O^j.Oflfj ' Ou\Ou\ 

Pareillement, la conique B' passant par les points d'in- 
^rsection des deux U, A', on a 



Oa'.Oa\ ' Oa.Ow, O^.Ofl', * Ou\Ou\ 

18. 
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Divisant cette équation et la précédente, membre à mem- 
bre, on obtient celle qu'il faut démontrer* Donc, etc. 

404. AuTjiE ÉNONCÉ DU THÉOBÈHE (403). — Étant don- 
nées quatre coniques A, A', B, B^, si les points dHntersec- 
tion des deux A, B ef ceux des deux autres A\ B' sont 
situés tous les huit sur une même conique U, // en sera 
de même des huit points d'intersection des coniques 
combinées deux à deux d^une autre manière^ conime A, 
A'efB,B'. 

En effet, Thypothèse et la conclusion dans cet énoncé 
sont les mêmes, en d'autres termes, que dans l'énoncé pré- 
cédent. 

Conséquences du théorème (&03). 

405. Etant données trois coniques A, A' et U, si par un 
point quelconque on mène trois autres coniques passant 
respectivement par les point s d'intersection des trois pro- 
posées prises deux à deux : ces trois coniques auront^ 
outre le point par lequel elles sont menées^ trois autres 
points communs. 

En effet, soient B, B' et Sj les trois coniques menées, 
comme il est dit, par un point donné a : la conique 2, sur 
laquelle se trouvent les quatre points d'intersection de B 
et B' et les quatre points d'intersection de A et A' (403), 
passe par ce point a et par conséquent se confond avec 2)i. 
Donc, etc. 

406. Quand trois coniques A, A', A" sont circonscrites 
à un quadrilatèi^e, si on les coupe par une conique 
quelconque!} f et quon décrispe deux autres coniques B,B', 
dont la^première passe par les points d'intersection de V 
et A, et la seconde par les points d'intersection de U 
et A' : les points d'intersection de B et B' et ceux de U et A" 
seront huit points situés sur une même conique. 
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En effet, les points d^ intersection des deux coniques A\ 
A^ et ceux de U et B sont sur une uiêoie conique A. Donc, 
en vertu de (41)4), les points d'intersection de B et A'', et 
ceux de U et A' ou de U et B', sont sur une même conique. 
Donc, par la même raison, les points d'intersection de B et 
B' et ceux de U et A" sont sur une même conique, c. q. f. d. 

407. De là on conclut immédiatement que : 

Étant données trois coniques A, A', A'' circonscrites à 
un quadrilatère^ et une quatrième conique quelconque U^ 
si par un point donné P on mène trois autres coniques B, 
B', B'^ passant respectivement par les trois groupes de 
quatre points d^ intersection de U et île chacune des co- 
niques A, A', A" : ces trois courbes B, IV, B'' auront , outre 
le point P-, trois autres points communs. 

Obsen^ation, — Il est clair que ces énoncés, relatifs à 
trois coniques circonscrites à un quadrilatère, s'applique- 
raient à un nombre quelconque de coniques circonscrites 
au quadrilatère. 

§ II. — Cas particuliers des théorèmes précédents. 

408. Dans le théorème (403), la conique B peut être 
le système de deux axes de symplose des coniques A et U, 
et la conique B' le système de deux axes de symptose des 
coniques A' et U. On peut donc dire que : 

Etant données deux coniques A, A', si Ton en décrit une 
troisième quelconque U, les axes de symptose de \] et A 
rencontreront les axes de symptose de U et A', en quatre 
points qui seront sur une conique 2 passant par les quatre 
points d'intersection de A et A'. 

409. Quand une conique est l'ensemble de deux droites, 
ses axes de symptose avec une autre conique sont deux 
autres droites qui passent par les quatre points d'intersec- 
tion de celte conique et des deux premières droites. En 
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d'autres leiTnes, quand un quadrilatère est inscrit dans une 
conique, si Von regarde deux rôles opposés comme formant 
une seconde conique, les axes de symptose de celle-ci et de 
la première sont les deux autres côtés, ou les deux diago- 
nales du quadrilatère. 

D'après cette remarque, le théorème précédent sera sus- 
ceptible de plusieurs corollaires. 

410. Si dans le théorème (403) la conique U est l'en- 
semble de deux droites, on dira que : 

Deux droites étant menées arbitrairement dans le plan 
de deux coniques A, A', si par leurs quatre points de ren-- 
contre ai>ec A on fait passer une: autre conique B, et par 
leurs points de rencontre av^ec A' une autre conique B' : les 
quatre points d^ intersection de ces deux coniques B, B' et 
ceux des deux premières A, A' seront huit points situés 
sur une même conique. 

Corollaires. I. — Prenant pour B et B'deux couples de 
cordes sous- tendues par les deux droites dans A et A', on 
est conduit à l'énoncé suivant : 

Si les côtés d'un angle rencontrent deux coniques A, 
A', deux cordes sous^tendues par cet angle dans la pre- 
mière conique rencontrent deux cordes sous-tendues dans 
la seconde courbe^ en quatre points situés sur une conique 
2 passant par les quatre points d* intersection des deux 
proposées A, A'. 

II. — Si les deux côtés de l'angle sont tangents à la pre- 
mière conique, les deux cordes sous-tendues se confondront 
suivant la droite qui joindra les deux points de contact^ il 
s'ensuit que la conique 2 touchera les deux cordes sous-ten- 
dues dans la seconde conique aux deux points où cette 
droite les rencontrera. On a donc ce théorème : 

Étant données deux coniques A, A', si l'on inscrit dans 
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la seconde un quadrilatère dont deux côtés opposés soient 
tangents à la pr^mière^ la droite qui joindra les deux 
points de contact rencontrera les deux autres côtés en 
deux points, par lesquels on pourra mener une conique Z 
tangente à ces côtés en ces points ^ et passant par les quatre 
points d^intersection de A et A'. 

m. — Les deux droites, dans renoncé primitif (ilO), 
peuvent se confondre : alors les conîques B, B' auront un 
doable contact, sur une môme droite, avec A et A', res- 
pectivement; ce contact pouvant être réel ou imaginaire. 
Donc : 

Etant données deux coniques A, A' et une droite quel- 
conque L, si Von décrit deux autres coniques B, B' qui 
(lient av^ec les deux premières^ respectivement , un double 
contact sur la droite L : les quatre points d^ intersection de 
ces deux courbes et les quatre points d'intersection des 
deux proposées seront huit points appartenant à une 
même conique, 

IV. — Qu'on prenne pour les coniques B, B' les couples 
de tangentes à A et A', il s'ensuit que : 

Étant données deux coniques A, A', si l'on mène une 
droite qui les rencontre^ et qu'aux points de rencontre on 
mène les tangentes aux deux courbes : les tangentes à la 
première rencontreront les tangentes à la seconde , en 
(juatre points qui seront sur une conique passant par les 
quatre points d'intersection des deux proposées. 

AH, Si, dans les théorèmes qui précèdent, les deux co- 
niques A, A' sont homothéliqucs (dos cercles, par exemple), 
laconique 2 leur sera homotliélique (374). 

D'après cela, ou conclut de (403) : 

Étant donnés deux cercles A, A' et une conique quel- 
conque U, si Ton décrit deux autres coniques B, B' dont 
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Vune passe par les points d"" intersection de Vi et k^ et 
Vautre par les points d^ intersection de U et A' : les quatre 
points d^ intersection des deux coniques B, B' seront sur 
un cercle S qui passera par les points d'* intersection des 
deux premiers A et A', 

Si les deux cercles A, A' sont concentriques. Je cercle 2 
leur sera concentrique (376). 

Corollaires. I. — La conique B peut être Tensemble 
des deux axes de syniptose du cercle A et de la cpnique U; 
et la conique B' Tensemble des deux axes de symptose de 
A' et de U. On a appelé lignes conjointes les deux axes de 
symptose d'un cercle et d'une conique (*). Nous dirons 
donc que : 

Deux cercles A, A' étant tracés dans le plan d^une co- 
nique U : les lignes conjointes du premier cercle et de 
la conique rencontrent les lignes conjointes du second 
cercle et de la conique y en quatre points situés sur un cercle 
qui passe par les points d' intersection de A et A'. 

n. — Que la conique U soit Tensemble de deux droites, 
et que ces droites se confondent ; on dira que : 

Étant donnés deux cervles A, A' et une droite L, si 
Von décrit deux coniques B, B' dont l'une ait un double 
contact ai^ec A sur la droite L, et Vautrée un double con- 
tact auec A' sur la même droite : ces deux coniques se cou- 
peront en quatre points situés sur un cercle qui passera par 
les deux points dHntersection de A et A'. 

in. •:— Prenant pour les deux coniques, respectivement, 
les côtés des deux angles circonscrits aux cercles, et ayant 
leurs cordes de contact sur la droite L, on en conclut ce 
théorème : 



(*) Voir Journal de Mathématiques de M. Liuuvilic, t. III, p. 385^ année 
i838. 
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Quand une droite rencontre deux cercles A, A', si on 
mène des tangentes aux points de rencontre^ les tangentes 
au premier cercle coupent les tangentes au second, en 
quatre points situés sur un cercle qui passe par les points 
d* intersection des deux cercles A, A'. 

412. Étant données trois coniques A, A' et U, si par un 
point n d^un axe de symptose de A et A' on mène deux 
autres coniques, dont l'une B passe par les quatre points 
A'' intersection de A et U, et Vautre B' par les quatre 
points d'intersection de A' et U : ces deux coniques se 
rencontreront sur les axes de symptose de A et A'. 

Cesl-à-dîre que leurs axes de symptose coïncideront avec 
ceux de A et A'. 

En effet, ceux-ci représentent la conique qu'on peut 
faire passer par le point n et les quatre points d'intersec- 
lion des deux coniques A et A'5 donc, d'après le théo- 
rème (405), ces deux axes passent par les quatre points 
dnitersectiou des deux coniques B etB'. Donc, etc. 

CoBOLLAiREs. I. — Si A et A' sont des cercles, les deux 
coniques B, B' auront un axe de symptose à Tinâni, et 
seront dès lors homothétiques (374). On peut donc dire 
que : 

Une conique U étant tracée dans le plan de deux cer- 
cles, sipar un point de Vaxe radical de ceux-ci on mène 
deux coniques, dont l'une passe parles quatre points 
d'intersection de U et du cercle A ^ et la seconde par les 
quatre points d 'intersection de U et du second cercle A' : 
ces deux coniques seront homothétiques et auront leur se- 
cond point d'intersection sur l'axe radical des deux 
cercles. 

n. — La conique U peut être l'ensemble de deux droites, 
ou bien une seuïe droite qui représentera deux droites 
coïncidentes. Dans ce second cas, on a ce théorème : 
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Étant donnés ' deux cercles, si on les coupe par une 
transuersale^ et que par un point Je leur axe radical on 
fasse passer deux coniques dont l'une ait un double con^ 
tact a\^ec le premier cercle sur la transversale, et Vautre 
avec le second cercle, également sur la transversale : ces 
deux coniques seront homothétiques ^ et leur second point 
d'intersection sera sur l'axe radical des deux cercles. 

413. Supposons que la conîque U du théorème (407) 
soîl l'ensemble de deux droites qui se confondent; on en 
conclut cet énoncé : 

Quand plusieurs coniques A, A', A'', . • . sont circon- 
scrites à un quadrilatère y si on les coupe par une droite D, 
et que par un point donné P on mène d'autres coniquesB^ 
B', B'', . . . ajant avec A, A', A",. . ., respectivement, un 
double contact sur la droite D : toutes ces coniques auront 
quatre points communs. 

Corollaire. — Si la droite D est à Tinfini, le théorème 
prend cet énoncé : 

Quand des coniques A, A', A'', . . . sont circonscrites à un 
quadrilatère, si par Un point donné P on mène d^ autres 
coniques B, B', B'', . . . concentn'ques et homothétiques à 
A, A', A'^ ... ; toutes ces courbes auront quatre points 
communs, 

414. Si dans le même théorème (407), la conique U 
est telle, que trois de ses cordes communes avec A, A', A", 
respectivement, passent par un point P, les coniques B, B', 
B'^ seront, chacune, rensemble d^une corde commune et 
de sa conjuguée. De là résulte cet énoncé : 

Quand trois coniques A, A', A'' sont circonscrites à un 
quadrilatère, si une quatrième conique U est telle, que trois 
de ses cordes communes avec A, A', A", respectivement, 
passent par un même point : ces trois cordes et les trois 
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qui leur sont associées, Jonrient trois coup/es de droites 
gui ont quatre points communs. 

En d'autres termes : Ces tiois couples de cordes com- 
munes sont les quatre côtés et les deux diagonales d'un 
quadrilatère, 

415. Quand, dans une conique U, deux couples de 
cordes ab, cd et a'b', c'd' passent par un même point O, 
51 par les points a, b, c, d du premier couple on mène 
une conique B, et par les points a', b', c', d' du second, 
une conique B' : deux cordes communes à ces deux 
coniques B, B' passeront par le point O, et feront une 
involution av^ec les deux couples de droites ab, cd et 
aV, c'd'. 

En effet, le point O, înlersection des cordes communes 
à U et à B, a la même polaire dans ces deux courbes (328) ] 
et pareillement, dans les deux U et B'. Donc ce point a la 
méoie polaire dans B et B', et dès lors est un point de con- 
cours de deux cordes (réelles ou imaginaires) communes 
à ces deux courbes. 

Pour prouver que ces deux cordes font une involution 
avec les deux couples de droites «J, cd ei a'b\ c' d\ il 
suffit de se reporter à la démonstration du théorème gé- 
néral (403), dans laquelle A et A' représenteront les deux 
couples de cordes aJ, r J et a'i', t'^', dont les équations 
seront donc 

A = o et A' = o. 
Léquatiou finale 

A A — X'A' = o 

représente la conique qui passe par les quatre points d'in- 
tersection des deux coniques B, B', et par les quatre points 
communs aux deux couples de cordes, lesquels se confon- 
dent en O. Cette conique ne peut être que l'ensemble des 
deux cordes communes à B et B'. 
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Or une transversale quelconque, Taxe des j: par exemple, 
rencontre les trois systèmes de cordes communes, en six 
points déterminés deux à deux par les trois équations ci- 
dessus ] et la forme de la troisième équation prouve que les 
trois systèmes de points sont en involution (G. S,, 220). 
Donc les six cordes elles-mêmes, puisqu'elles passent par 
un même point O, sont en involution. c. q. f. p- 

AuTRE ÉNONCÉ DU THÉORÈME. — Qiuind uîi poitit a la 
même polaire dans trois coniques y trois couples de cordes 
communes à ces courbes , prises deux à deux, passent par 
ce point (328, Récip.)^ et sont en ins^olution. 

Réciproquement : Étant données deux coniques C, C, 
si par le point de concours de leurs cordes communes L, L', 
on mène dans ces courbes, respecti^^ement, deux couples 
de cordes ab, cd et a'b', c'd', formant involution av^ec 
LctV: les extrémités a, b, c, d, a', b', c', d' de ces cordes 
sont huit points d^une même conique. 

En effet, si parles cinq points a^ ft, c, rf, a' on fait passer 
une conique, le point de concours de L et \J aura la même 
polaire dans cette courbe que dans C, et conséquemment 
que dans C. Les cordes communes a cette conique et à C 
passeront donc par ce point, et formeront une involution 
avec les deux couples L, L' et a6, cd (415). Donc ces cordes 
sont a'b'^ c'd'. Donc, etc. 

Corollaire I. — Les deux cordes «i, cr/ peuvent se con- 
fondre, ainsi que les deux a'b', c'd'. Il en résulte que : 

Quand deux coniques B, B' ont chacune un double con- 
tact ai^ec une conique U, deux cordes communes à ces cour- 
bes B, B' passent par le point de rencontre des deux cordes 
de contact, et sont conjuguées harmoniques par rapport 
à ces droites. 

Réciproquement : Si par le point de concours de deux 
cordes L, \J communes à deux coniques, on mène deux 
droites conjuguées harmoniques par rapport à h et L', // 
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existera une conique • ayant un double contact ai^ec les 
proposées^ sur ces droites, respectivement. 

Corollaire II. — Si par le point de concours des cordes 
communes L, L' de deux coniques C, C, on mène deux 
cordes ab, cd de la première, puis les cordes de la seconde 
a'b', c/d', conjuguées harmoniques de ab et cd respective-- 
ment, par rappoit à h et L! : les huit points a, b, c, d, 
a', ly, (/, d' seront sur une même conique. 

En effet, les deux couples ab^aiV el crf, Jd' étant conju- 
gués harmoniques par rapport à L et U, il s'ensuit que les 
trois couples ah, cd\ olh\ dd' et L, U sont en involution 
(G. S , 277). Donc les huit points a, 6, etc., sont sur une 
conique (415, JRecip.). 

Corollaire III. — On conclut de là, en vertu de la ré- 
ciproque du corollaire I, qu^ : 

Lorsque deux coniques ont chacune un double contact 
dvee deux autres coniques^ si les quatre cordes de contact 
passent par un même point: les huit points de contact sont 
situés sur une conique. 

Corollaire IV. — Par suite : Quand deux coniques 
sont inscrites dans un quadrilatère, les huit points dans 
hsquels ces courbes touchent les quatre côtés du quadri^ 
htère sont sur une même conique. 

Cette conique se représentera plus loin (457), dans une 
propriété importante de deux coniques quelconques. 

S in. — Théorèmes relatifs aux tangentes communes à 
. trois coniques quelconques prises deux à deux. 

416. Théorème général. — Etant données trois co- 
signes A, A' et U, si l'on en mène deux autres B, B', 
dont B soit inscrite dans le quadrilatère circonscrit à U 
et à A, et B' dans le quadrilatère circonscrit à\] et à A' : 
^s quatre tangentes communes aux courbes B, B', et les 
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quatre tangentes communes aux coniques données A et 

h! sont huit tangentes d^une même conique 2. 

Ce théorème est le corrélatif du théorème géaéral (403) 
concernant les points d'intersection de trois coniques quel- 
conques. Nous nous dispenserons dVn donner ici la dé- 
monstration directe, que le lecteur établira sans difficulté. 

417. Autre énoncé du théorème. — Étant données 
quatre coniques A, A', B, B', si le quadrilatère circonscrit 
à deux d'entre elles K^^^ et le quadrilatère circonscrit 
aux deux autres A', B', ont leurs huit côtes tangents à 
une même conique U, il en sera de même des deux quadri- 
latères circonscrits aux coniques prises deux à deux d^une 
autre manière, comme A, A' etB, B'; c'est-à-dire que ces 
deux quadrilatères auront leurs huit côtés tangents à une 
conique 2. 

Conséquences du théorème. 

418. Etant données trois coniques A, A', U, si l'on 
décrit trois autres coniques B, B' et 2 tangentes à une 
même droite L, et inscrites respectiv^ement dans les trois 

quadrilatères U A 1 , 1 U A' 1 et A A' (*) : ces trois co- 



niques auront, outre la droite L, Vois autres tangentes 
communes, 

419. Si Ton a trois coniques A, A', A'' inscrites dans un 
quadrilatère, et une autre conique quelconque U, et que 

dans les quadrilatères 1 U A , U A' on inscriî^e deux 



B B' 



et 



VA" 



coniques B, B' : les deux quadrilatères 

auront leurs huit côtés tangents à une même conique. 



(*) Nous désignons par u A le quadrilatère circonscrit aux deux 



coiiiqnei U, A; et ainsi des autres.' 



• - 
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420. De là on conclut immédiatement que : 

Etant données trois coniques A, A', h!' inscrites dans 
un quadrilatère, et une quatiième conique quelconque U, 
si Von mène trois autres coniques B, B', B'^ tangentes à 
une même droite L, et inscrites, respectivement, dans les 

trois quadrilatères U A , U A' 1 , V A^^ : ces trois co- 

niques auront, outre la droite L, trois autres tangentes 
communes, 

Obseri^ation, — Il est claîr que cet énoncé relatif à trois 
coniques inscrites dans un quadrilatère s'applique à un 
nombre quelconque de coniques inscrites dans le quadri- 
latère. 

§ IV. — Cas particuliers des théorèmes précédents. 

421. On peut regarder comme conique inscrite dans un 
quadrilatère, la droite qui joint deux sommets opposés : 
prenant donc pour A, B, A', B' dans le théorème (416) les 
diagonales de deux quadrilatères circonscrits à U, on en 
conclut celui-ci : 

Quand deux quadrilatères sont circonscrits à une même 
conique, les quatre droites menées de deux sommets op- 
posés du premier à deux sommets opposés du second, et les 
quatre droites menées des deux autres sommets du pre- 
mier aux deux autres sommets du second, sont huit tan- 
gentes d^une même conique. 

422. Si dans le théorème (416) la conique U est une 
droite 11 mi tée.à deux points, on a cet énoncé : 

Etant données deux coniques A, A', si par deux points 
on leur mène des tangentes^ qui formeront deux quadri- 
latères circonscrits aux deux coniques ;puis, qu^on inscrii^e 
dans ces deux quadrilatères , respectii^ement, deux coni- 
ques quelconques B, B' : les quatre tangentes communes à 
ces deux coniques et les quatre tangentes communes aux 
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deux proposées seront huit droites tangentes à une même 

conique. 

Corollaires. I. — Les deux points peuvent se confondre 
en un seul. Alors chacune des deux tangentes menées de ce 
point à une conique représente deux côtés du quadrilatère 
primitif: les points de contact sont deux sommets opposés, 
et les coniques B, B' sont tangentes en ces points aux co- 
niques A et A', respectivement. Donc : 

Étant données deux coniques A, A', et un point P dont 
on prend les polaires dans les deux courbes^ si Von décrit 
deux autres coniques B, B' ajant un double contact a^ec les 
deux A et A', respectwement, sur les polaires du point P : 
il existera une conique inscrite tout à la fois dans le qua^ 
drilatbre circonscrit à ces deux nouvelles coniques et dans 
le quadrilatère circonscrit aux deux premières A, A'. 

IL — Prenant pour les coniques B, B' les cordes de con- 
tact des tangentes menées à A et à A' par le point P (370), 
on a cet énoncé ; 

Étant données deux coniques, si d*un point P quel- 
conque on leur mène des tangentes^ et qu on joigne par 
quatre droites les points de contact de la première^ aux 
points de contact de la seconde : ces quatre droites seront 
tangentes à une même conique^ inscrite dans le quadrila- 
tère circonscrit aux deux proposées. 

423, Supposons, dans le théorème (416), que la conique 
U ait un double contact avec la conique A, et que l'on 
prenne pour la conique B le pôle de contact, qui représente 
une diagonale infiniment petite du quadrilatère circonscrit 
à U et à A (370) : il en résulte ce lliéorème : 

Étant données deux coniques A , A', et une conique U 
qui ait un double contact avec A, si dans le quadrilatère 
circonscrit àV et à A' on inscrit une conique quelconque 
B', et que par le pôle de contact de U et de A on mène 
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deux tangentes à cette conique B' : on pourra faire passer 
par les deux points de contact de ces tangentes une co^ 
nique 2 tangente en ces points à B' et insente dans te 

quadrilatère 1 A A' I • 

Corollaire. — On peut prendre pour la conique B' une 
diagonale du quadrilatère circonscrit à U et A', et pour la co- 
nique U une corde de A. On a alors cet énoncé : 

Étant données deux coniques A, A', si par deux 
points u, Ui de A on mène à A' des tangentes qui Jornie- 
vont un quadrilatère circonscrit : deux sommets opposés 
de ce quadrilatère seront sur une conique Z insciite dans 



k quadrilatère A A' et dont les tangentes en ces points 
passeront par le pôle de la corde uuj relatif à A. 

424. Si dans Ténoncé (418) la droite L est à l'infini, les 
trois, coniques B, B' et S seront des paraboles, et Ton en 
déduit que : 

Étant données trois coniques quelconques, les trois p a-- 
raholes inscrites, respectivement, dans les trois quadrila- 
tères circonscrits à ces courbes prises deux à deux, sont 
inscrites dans un même triangle. 

Chacune des trois coniques peut se réduire à une droite 
limitée à deux points; les trois paraboles subsistent et sont 
inscrites dans un triangle. 

425. Si dans le théorème (420) on suppose la droite L 
à l'infini, on en conclut que : 

Quand plusieurs coniques A, A', A",. . . sont* inscrites 
dans un quadrilatère, si Von a une autre conique quet^ 
conque U : les paraboles insciites dans les quadrilatères 



U A' ï • • • O'^ront trois tangentes communes. 

42!5. Supposons que la conique U (420) se réduise à un 
point, on donne au théorème cet énoncé : 

M) 
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Quand plusieurs coniques A, A', A^^ . . . sont inscrites 
dans un quadrilatère, si l'on prend les polaires d'un 
point U, et que l'on décrire d^ autres coniques B, B', B'',. .. 
tangentes à une droite donnée L, et ayant chacune un 
double contact ay^ec les coniques A, A',. . ., respecti^fe- 
ment, sur les polaires respectii^es du point U : toutes ces 
coniques auront, outre la droite L, trois autres tangentes 
communes. 

Corollaire. — Si la droite L est à l'infini, les coniques 
B, B^, . . • seront des paraboles ayant trois tangentes com- 
munes. 

427. Supposons que dans le théorème (420)^ là coni- 
que U soit telle, que trois des six ombilics communs à U 

* et à chacune des trois coniques A, A', A'', respectivement, 
soient en ligne droite, et que l'on prenne cette droite pour 
L, les trois coniques B, B', B" sont alors des droites, li- 
mitées à ces ombilics et à leurs conjugués. Donc : 

Quand trois coniques A , A', A'^ sont inscrites dans un 
quadrilatère, si trois des six ombilics communs à une 
autre conique \] et à Aj A', A'', respectivement, sont en 
ligne droite : les six ombilics sont les sommets et les points 
de concours des côtés opposés d 'un quadrilatère, 

428. Une grande partie des conséquences de la théorie 
actuelle se rapportent aux coniques homofocales* Nous 
les réunirons dans un chapitre spécial, et nous nous bor- 
nerons ici à en donner un seul exemple. 

Soit, dans le théorème (421), abcd un des quadrilatères 
circonscrits à la conique U, et supposons que le second 
quadrilatère ait pour sommets opposés les deux points ima* 
ginaires situés à Tinfini sur un cercle, auquel cas les deux 
autres sommets opposés seront les foyers de la conique (294). 
Les droites menées des deux sommets opposés a, c du pre- 
mier quadrilatère aux deux foyers forment un quadrila- 
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tère dans lequel on peut inscrire une conique tangente aux 
droites menées des deux autres sommets 6, d aux deux points 
imaginaires à Tinfini sur un cercle (421). De sorte que ces 
deux points £, d sont les foyers de la conique (294) . Donc : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique y 
les droites menées de deux sommets opposés aux foyers de 
la courbe sont tangentes à une conique qui a pour foyers 
les deux autres sommets du quadrilatère, 

429. Quand deux quadrilatères sont circonscrits à une 
conique U, et que deux sommets opposés a, a' de Vun et 
deux sommets opposés b, b' tie Vautre sont sur une même 
droite O, si Von inscrit dans ces quadrilatères deux co* 

niques B, B' : le quadrilatère | B B^ « deux sommets op* 

posés situés sur la droite O, et ces points forment une in^ 
solution ax^ec les deux couples a, d! et b, b'. 

Ce théorème est le corrélatif de (415). 

Autre énoi^gé. — Quand une droite h a le même pôle 
dans trois coniques U, B, B' : trois couples d'ombilics 
de ces courbes^ prises deux à deux, sont situés sur cette 
droite, et sont en involution. 

Réciproquement : Si sur la droite qui joint deux ombi-- 
lies conjugués S, S' de deux coniques C, C, on prend deux 
couples de points a, c et a', c' en inx^olution a^ec S, S', et 
que par sl et c on mène des tangentes à C, et par dJ et c' 
des tangentes à CI : ces huit droites sont tangentes à une 
même conique U. 

Corollaire I. — Si dans le théorème (429) les deux 
points n, al coïncident, ainsi que les deux i, b'^ les coni- 
ques B et B' ont chacune un double contact avec U; et le 
théorème reçoit cet énoncé : 

Quand deux coniques B, B' ont chacune un double 
contact ayec une troisième U, elles ont deux ombilics 

'9- 
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[réels ou imaginaires) situés sur la droite qui joint les 
deux pôles de contact^ et ces ombilics sont conjugués 
harmoniques par rapport à ces pôles. 

Réciproquement : Si deux points a, a', sont conjugués 
haimoniques par rapport aux ombilics S, S' de deux 
coniques, et que Von mène par le point a deux tangentes à 
Vune des coniques, et par a! deux tangentes à l'autre : les 
quatre points de contact sont sur une conique tangente en 
ces points aux proposées. 

Corollaire II. — Si l'on prend sur la droite qui joint les 
ombilics S, S' de deux coniques C, G deux points a, c, 
puis les points a', c' conjugués harmoniques, respec- 
tivement, de ai et de c par rapport aux deux S, S', et qu^on 
mène par ai et c des tangentes à C, et par ai' et c' des tan- 
gentes à G : ces huit droites sont tangentes à une même 
conique. 

Corollaire III. — On conclut de là, en vertu de la réci- 
proque du corollaire I, que : 

Lorsque deux coniques ont chacune un double contact 
a{^ec deux autres coniques^ si les quatre pôles de contact 
sont sur une même droite : les tangentes aux huit points 
de contact seront tangentes à une même conique. 

Corollaire IV. — Par suite : Lorsque deux coniques 
passent par quatre points, leurs tangentes en ces points 
sont huit droites tangentes à une même conique. 

En effet A, B, C, D étant les quatre points communs aux 
deux coniques, les cordes AB et CD représentent deux coni- 
ques infiniment aplaties ayant chacune un double contact 
avec les deux coniques. Les quatre pôles de contact sont en 
ligne droite sur la polaire du point de concours des deux 
cordes AB, CD. Donc, etc. 

On trouvera plus loin (453 ) une propriété générale de 
deux coniques, qui se rapporte à la troisième conique dont 
il s'agit ici. 
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CHAPITRE XVIII. 

NOUVELLES PROPRIÉTÉS RELATIVES A DES CONIQUES 
QRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATÈRE. 



§ I. — Trois coniques circonscrites ou inscrites 
à un quadrilatère, 

430. Lemme. — On mène par un point a d^une coni- 
que (Jig. 125) la tangente 2lT et une corde ab*, À, D re- 
présentent les demi-diamètres de la courbe parallèles à 
ces deux droites, et AyB les deux demi-axes : le sinus de 
V angle a, compris entre la tangente et la corde, a pour 
expression 

ab.K.h 



sina = 



2.D^A 



Que parle point p infiniment voisin de a [fig* 126) sur le 
prolongement de la corde ba^ on mène la droite jOa'K pas- 
saut par le centre O de la conique ; on aura 

pa . pK Q^ Q^ 

Or, dans le triangle paa\ 

pa sina' 

pa' sina 
Donc 

pb D^sina 



P^ OK.sina' 
A la limite, où le point p coïncide avec a ( fig, laS), 
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cet te équa tî on de v i en l 

ab D^sinTfl^ 



ou 

Mais 
Donc 



""^ OK'.sinTaK 



. ^ , a&.OK.sioTaK 
%\nTab =sina = • 

2D' 

OK.A.sinTflK = A.B(200). 
ab.k.B 



2D».A 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Soit p le point où la corde ab rencontre 

le diamètre OA: le triande aOp donne ■ . ^ ,^ = — ; 

^ ^ sinTûK ap^ 

et Ton conclut de l'expression ci-dessus de siuTai, 

ab i , ^. 

--— = — > ou ap,ab z=:iT)!^. 
2D' ap ' 

C'est-à-dire que : 

Si par un point a d'une conique on mène une corde ab, 
qui rencontre en p le diamètre parallèle à la tangente 
en a : le rectangle construit sur la corde et sur le seg- 
ment ap est égal au double du carré construit sur le 
demi-diamètre parallèle à la corde. 

431 . Quand trois coniques C, C, G'{Jlg. i ^7) ont quatre 
points communs, si de chaque point m de C on mène une 
tangente à chacune des deux C, C, et qu^ on joigne les 
deux points de contact a, a', par une droite qui rencontre 
les deux courbes en deux nouveaux points b, b' : on aura 
entre les deux cordes ab, a'b' de C et C et les demi^dia- 
metres D, D' de ces courbes, parallèles à la droite aa', 
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la relation numérique 

ah , a'b' _ ^ 

l étant une constante. 
En effet, on a, d'après le lemme, 

ab ^A.sina a'b' ^Â'.sina' 

et 



D*"~ A.B D» "" A'.B' ' 

A, B étant les deux demi-axes de la première conique^ 
A, D les demi-diamètres parallèles à la tangente ma et à 
la corde ab\ et A^ B', A', D' ayant les mêmes significations 
à regard de la seconde conique. 
De plus, dans le triangle ama\ 

sioû ma' 

sina' ma 
Donc 



D» ' D'» "^ \ma ' ma') ' A.B * 



Or, le point m se trouvant sur la conique C" qui passe par 
les points d'intersection des deux C et C, on a vu (387, H) 
que 

ma ma' 

: 7- = CODSt. 

à à' 
Donc 

ab a'b' 

D» • D^ ~ ^^°**' ~ ^' ^' ^' ^' 

Remarque. — En vertu du corollaire précédent, on peut 
substituer aux rapports -71 -7T7 de simples segments 
ap, c^p\ Le rapport de ces segments est constant. 

Corollaire. En prenant pour C deux axes de symptose 
de C et C, on obtiendra une propriété relative à deux co- 
niques. 

Réciproque de (431). Étant données deux coniques C, 
C, si l'on mène des droites de manière que les deux cordes 
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ab, a'b' que ces couj^bes interceptent sur chaque droite^ 
dwisées respectwement par les carrés des demi^diamètres 
des deux coniques , parallèles à cette droite, aient un rap- 
port constant : les tangentes aux points di^h de la co- 
nique C rencontreront les tangentes aux points a', b' 
de QJ y en quatre points dont le lieu sera une conique pas- 
sant par les quatre points d^ intersection des deux coni- 
ques C^ C. 

En effet, concevons une droite satisfaisant à la question *, 
les quatre points de rencontre des tangeutes à la première 
conique et des tangentes à la seconde sont sur une co- 
nique C" qui passe par les points d'intersection des deux 
proposées (410, CorolL IV). Et si l'on mène à celles-ci deux 
tangentes par chaque point de C, la droite qui joindra les 
deux points de contact satisfera, d'après la proposition di- 
recte, aux conditions de la réciproque. 

432. Dans ces théorèmes on peut remplacer les carrés 
des diamètres des deux coniques par les rectangles des seg- 
ments faits par les deux courbes sur des parallèles à ces 
diamètres, menées de deux points fixes. Ce qui permettra 
d'appliquer les théorèmes aux coniques dépourvues de 
centre. L'énoncé (431 ) devient par cette substitution : 

Quand trois coniques C, C, C'' ont quatre points com- 
muns, si d*un point quelconque de C" on mène une tan- 
gente à chacune des deux C, C/, et qu on joigne les deux 
points de contact a, a' par une droite qui coupe ces 
courbes en deux no ui^eaux points b, b' ; puis, que par deux 
points fixes 0, O' on mène à cette droite des parallèles 
qui rencontreront les deux coniques, respectivement, en 
des couples de points a, 6 et a', S' ; on aura la relation 



Oa.06 • O'a'.O'S 
À cfunt une constante. 



Je» — ^> 
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433. Quand trois coniques C, C, C'^ sont inscrites dans 
un quadrilatère^ si une tangente roule sur la troisième C" 
et rencontre les deux premières C, C en deux couples de 
points a, b e£ a', b' : on a la relation 
ab ^ a'b' _ 

D* et D" étant, dans C <?t C, les carrés des demi-dia- 
mètres parallèles à la tangente mobile, et X une con- 
stante. 

Qu'on mène à la conique C (^g^. 128) les tangentes pa- 
rallèles *à une tangente L de C"; soient r, s leurs points de 
contact; O le point où le diamètre rs rencontre la droite L, 
et Op, Oq les distances de ce point aux deux tangentes; en- 
fin C le centre de la conique C, et CD le diamètre parallèle 
à L : on a 

0p.0q = 0r.0s.sinKl>Cr, 
Or 

Cr.CD.sinDCr = A.B (200), 

A et B étant les deux demi-axes de la conique. Donc 

Cr .CD 

Mais 

Or.Os Oa Oa ,,_. 
Cr CD ^ 

en faisant abstraction des signes des segments. 
Donc 

Op.Oç = AKB^.— = ^^-. 
Pour la seconde conique on a semblablemeut 

oy.ov = ^.l^: 
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Or 

Op.Oq 



Donc 



ou 



oy.ov 

A.B ai ,fl^ 
A'.B'D» " D'^ 

ab a'b' 



const. (398). 



= const. 



-.^ = con.t. 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Prenaut pour Q" une diagonale du qua- 

drilatère j CC 1 5 O" conclut du théorème cet énoncé : 

Si autour d'un ombilic de deux coniques on fait tour-- 
ner une trans\fersale qui rencontre ces courbes en deux 
couples de points a, b *, a', b' : il existe entre les cordes ab, 
a'b' et les deux demi-diamètres D, D', qui leur sont pa- 
rallèles y la relation 

ab a'b' 

7:7 • TTTr = const. 

D^ D'* 

Remarque. — La formule (3) de l'article (271) est un 
cas particulier de ce théorème. 

Réciproque de (433) : Étant données deux coniques C^ 
C'y si Ton mène une transversale qui les rencontre en deux 
couples de points a, b e< a', b' rfe manière quon ait la re- 
lation constante 

ab a'b' 

D' et ly* étant les carrés des demi-diamètres des deux 
coniques^ parallèles à la transversale : cette transver» 
salcy en changeant déposition, enveloppera une conique 
inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux deux pro- 
posées . 

Cela résulte immédiatement du théorème (433), 
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434. On peut remplacer les carrés des diamètres des 
deux courbes par des rectangles, comme ci -dessus (432). 
On obtient cet énoncé : 

Quand trois coniques C, C, C" sont inscrites dans un 
quadrilatère, si une tangente roule sur C" et rencontre 
G et Q' en deux couples de points a, b; a', b'; et que pat 
deux points fixes O, O' on mène à cette tangente des pa^ 
rallèles qui rencontrent, respectii^ement, les deux coniques 
C, C aux points a^ & et ol\ &' \ on aura la relation 

ab a'b' 

Oa.OeO'a'.O'g "^ ' 

^ étant une constante. 

435. Quand trois coniques G, G', S ont quatre points 
communs, si de chaque point de la troisième £ on 
mène deux tangentes à chacune des deux autres : les 
droites qui joindront les points de contact de la co- 
nique G aux points de contact de la conique C seront 
toujours tangentes à une même conique H inscrite dans 

le quadrilatère 1 C G 



En effet, soient a, a' deux points de contact sur G et C', 
respectivement; ab, a'b' les cordes interceptées par ces 
ieux coniques sur la droite na' -^ D, D' les demi-diamètres 
des deux coniques parallèles à cette droite : on a 

i éiant une constante. Mais cette équation prouve que 
les droites aa' enveloppent une conique inscrite dans le 
quadrilatère circonscrit à G et G' (433, Récip,), Donc, etc. 
Remarque. — En prenant pour 2 l'ensemble de deux 
*xes de sjmptose de C et C', on retrouve le théorème (361). 

436. Quand trois coniques G, G', E sont inscrites dans 
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un quadrilatère j si une tangente roule sur la troisième E, 
et que par les quatre points oà cette droite rencontre les 
deux coniques C, C^ on mène les tangentes à ces courbes : 
les tangentes à la première rencontreront les tangentes à 
la seconde en quatre points dont le lieu sera une coni- 
que Z passant par les quatre points d'intersection de 
C et de C. 

En effet, soient a, a' deux des points dans lesquels une 
tangente de E rencontre les deux coniques C, C : les tan- 
gentes en ces points se coupent en un point P qui détermine 
une conique S passant par ce point et par les quatre points 
d'intersection de C et de C Et d'après le théorème (435), 
les droites qui joignent les points de contact des tangentes 
menées par chaque point de cette conique Z aux deux 
courbes C, C, sont les tangentes à la conique E. Donc, etc. 

Remarque. — Ce théorèine, qu'on peut considérer comme 
le réciproque du précédent, en est aussi le corrélatif. 

437, Etant données deux coniques quelconques C, C, à 
chaque conique Z menée par leurs points d'intersection 
correspond une conique E inscrite 'dans leur quadrilatère 
circonscrit (435), Réciproquement, à une conique E cor- 
respond une conique Z, et une seule (436). 

Il s'ensuit que la loi de correspondance entre les deux 
coniques Z et S est bien simple, et consiste en ce que : le 
rapport anharmonique de quatre coniques Z passant par 
les points d'intersection des deux G etC, est égal à celui 
des quatre coniques correspondantes E inscrites dans le 
quadrilatère circonscrit aux deux C, C (*). 

(*) En effet, une conique 1 est déterminée par le point a où elle touche 
un côté du quadrilatère 1 C C I ; et la conique correspondante S est dé- 
terminée par sa tangente P6 menée en l'un des points d'intersection P des 
coniques C et C, et rencontrant en 6 une droite fixe quelconque L. Les deux 
l>oints V., 6 se correspondent donc de manière qu'à un point « ne corres- 
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Cela donne le moyen de déterminer immédiatement la 
conique S qui correspond à une conique Z. 

En effet, quand la conique S coïncide avec C, la conique H 
coïncide avec C-, et de même quand 2 coïncide avec C, 
E coïncide avec C. Aux deux axes de symplose des co- 
niques C, C\ considérés comme formant une conique Z, 
correspond une diagonale du quadrilatère circonscrit à C 
et C (436, Remarq.)^ considérée comme conique inscrite E. 
Ainsi Ton connaît à priori trois coniques E correspon- 
dantes à trois coniques S. Donc, par T égalité des rapports 
anharmoniques des deux systèmes de coniques, on déter- 
mine inunédiatement la quatrième conique S correspon- 
dante à une quatrième conique Z prise arbitrairement. 

§11. — Quatre coniques circonscrites on inscrites 
à un quadrilatère. 

438. Quatre coniques C, C, C", C" sont circonscrites 
à un quadrilatère^ de chaque point de la troisième C" on 
mène une tangente à chacune des deux premières-^ la 
droite qui joint les deux points de contact a, a' rencontre 
ces courbes en deux nouveaux points b, b', et la qua- 
trième C' en deux points : mêlant Vun de ces points^ on 
a la relation 

ma,mb ma' .mb' 



ab • n'b' 



• = const. = X. 



En effet, soient D, D' les demi-diamètres de C et C, pa- 
rallèles à la transversale aha! V , Puisque les deux couples 
de points a^ h\ a\ V et le point ni appartiennent à trois 



pond qu'un point €« et réciproquement; co qui est le caractère des divisions 
homographiques. Quatre points a ont donc le même rapport anbarmonique 
que les quatre points correspondants 6, et conscquemnient, que les quatre 
^ngentes P6. Donc quatre coniques S ont le mc^me rapport anharmo- 
r«ique (326) que les quatre coniques S (325). 
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coniques circonscrites à un quadrilatère, on a 

ma,mb ma'.mb' ..^^ ,. 

~ô^- p,, ==con8t. (387, 1). 

Mais on a aussi 

Donc 

ma.mb ma' ,mb' 

7 — : TTi — == const, 

ab a' b* 

Ce qu'il fallait prouver. 

439. Si Ton suppose que la constante X soit donnée, et 
qu'on ait à déterminer la conique C'' ou C, on est conduit 
aux deux théorèmes suivants, qui peuvent être considérés 
comme les réciproques du premier. 

Quand trois coniques C, C, C' sont circonscrites à 
un quadrilatère, si Von demandé un point P, tel, que la 
droite aa' qui joint les points de contact de deux tangentes 
menées de ce point à QetàC, rencontre ces deux courbes 
en deux autres points b, b', et la troisième conique C" en 
un point m, satisfaisant ensemble à V équation 

ma . mb ma' . mb' 

ab ' a'b' ' 

dans laquelle X est une constante donnée : le lieu du 
point P sera une conique passant par les quatre points 
communs aux coniques proposées. 

Car, si par un point satisfaisant à la question, on mène 
une conique C passant par les points d'intersection de C 
et C, tous les autres points de cette courbe satisferont aussi 
à la question, d'après le théorème (438). 

CoKOLLAiRE. — Supposant 1= i, on donne au théorème 
cet énoncé : 

Quand trois coniques C, C'^ C^'' sont circonscrites à un 
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quadrilatère, et qiûon mène, d'un point P les tangentes 
Pa, Pa' à C et G\ puis la droite aiSi^ qui joint les points de 
contact^ et rencontre ces courbes en deux noui^eaux points 
b, b', et C" en deux points m, m'5 si ton demande que 
ces deux points div^isent harmonique ment les deux cordes 
ab, a'b' : le lieu du point P sera une conique passant par 
les quatre points communs aux coniques proposées. 

Car les deux points qui divisent harmoniquement les 
deux segments a&, a^b' sont déterminés par Téquation 

ma.a'h' .bm= — ma' .ah.b'm (G. 5., 256) 
ou 

ma.mb ma'.mb' 

ab '• a'b' =""'» 

qui est un cas particulier de Téquation précédente. 

440. Étant données trois coniques C, C, C circon^ 
sentes à un quadrilatère^ et une constante "k, si Von mène 
de chaque point de Q" une tangente à C» et une tangente 
à C, et que sur la droite aa', qui joint les deux points de 
contact a, a', et qui rencontre les deux mêmes comqqes en 
deux autres points b, b', oh prenne les quatre points m 
déterminés par la relation 

ma.mb ma' ,mb' , 

~^b~''~7V"^— ' 

le lieu de ces points sera V ensemble de deux coniques pas- 
sant par les quatre points communs aux proposées. 

En effet, les deux points m déterminés sur une transver- 
sale avec le signe H- formeront une involution avec les 
deux couples û, b] a\ V (G. 5., 282), et par conséquent 
appartiendront à une conique ÇJ" passant par les points 
d'intersection des proposées (302). Pareillement les deux 
points déterminés sur la même transversale avec le signe — 
^appartiendront à une autre conique C*^ passant aussi par 
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les quatre points d'intersection des proposées. Mais d'après 
le théorème (438), toute autre droite déterminée comme 
aa' rencontrera chacune de ces deux coniques en des points 
qui satisferont à Téquation. Ce qui déipontre la propo- 
sition. 

CoKOLLAiRE. — Si l'ou supposc X= I, l'énoucé précédent 
se modifie comme il suit : 

Étant données trois coniques C, C, Q" circonscrites à 
un quadrilatère, si de chaque point de C" on mène une 
tangente à chacune des deux C, C, et que sur la droite 
qui joint les deux points de contact a, a', et qui rencontre 
C etQ* en deux autres points b, b', on prenne les deux 
points m, m' qui dissent harmoniquement les deux seg- 
ments aa', bb', et les deux points mi , m', qui div^isent har- 
moniquement les deux segments ab', ba' \le lieudes quatre 
points m, m', mj, m', est V ensemble de deux coniques qui 
passent par les points d'intersection des proposées. 

En effet, il existe, comme ci-dessus ^439, Coroll.)^ entre 
les segments aa'^ bb' et ceux que forme le point m, la re- 
lation 

ma ,a'h' . bin = — ma' . ah . b'm, 
ou 

ma.mb ma' ,mb' 



ab a'b' 

Pareillement, les points qui divisent harmoniquement 
les deux segments ab' , ba\ donnent la relation 

m^a.mxh m^a' *m^b' 

ab • a'b' ~"^'- 

Chacune de ces équations rentre dans Féquation générale 

ma.mb ma' .mh' 
ab • a'b' 
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Donc le lieu des poinu m, ml^ mi, m', est l'ensemble de 
deux coniques. c. q. f. pw /'' 

■- 1 
441. Étant données quatre coniques C, C, CiJÇ"* 
inscrites dans un quadrilatère, si une tangente roule sur C^ 
et que par deux des points oà elle rencontre les coniques 
C, C, on mène à ces courbes les tangentes A, A'j puis, 
que par le point d^ intersection de ces tangentes on mène 
aux deux mêmes coniques les deux autres tangentes B, 
B', et à la conique Q"' une tangente M : on aura la re- 
lation 

sin(M,A).sin(M,B) sin (M, A'). sin(M,B') . 

. — TT — ïTî • . — 7-7-7 — ^#v =^ consl. = À. 

sin(A,B) sin (A', B') 

Ce théorème est le corrélatif du théorème (438) concer- 
nant quatre coniques circonscrites à un quadrilatère^ ex- 
primé par la relation 

ma»mb ma'.mb' 

car celle-ci s'écrit 

/ma ba\ fmb a*h\ 

^^ sous cette forme, qui ne renferme que des rapports anhar- 
'ioniques, elle donne immédiatement 

r sin (M, A) , siD(B,A) 1 rsi n(M, B ) ^ sin(A%B) "[ 
Lsin (M, A') * sin (B, A') J ' [sin (M, B') " sin (A', B') J "^ ' 



ou 



sin (M, A), (sin M, B) ^ sin (M, A^) .sin (M, B^) _ ^ 
sin(A,BJ • sin (AS B') 

Si Ton suppose que la constante A soit donnée, on 
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déterminera soit la conique C", soit C'^ Il en résulte les 
deux théorèmes suivants, qu^on peut regarder comme les 
réciproques du premier. 

442. Lorsque trois coniques C^ C, C" inscrites dans un 
quadrilatère, et une constante X sont données, si Von mène 
une droite L de manière que, A et A' étant les tangentes 
en deux des points oà elle rencontre les coniques C, C^, et 
B, B' les deux autres tangentes à ces courbes ^ qui partent 
du point d'intersection des deux premières A, A\ enfin M 
une des tangentes de C"' passant par le même point, on 
ait toujours la relation 

sin(M,A).sin(M,B) ^ sîd(M, AM.sin(M, B^) _ 
sin(A,B) • 8in{A', B') ~ 

la droite L en^Hsloppera une conique inscrite dans le qua- 
drilatère circonscrit aux proposées. 

Corollaire. — Si 1 = i , le théorème prend cet énoncé : 
Quand trois coniques C, C, C"^ sont inscrites dans un 
quadrilatère, et quon mène une droite L, de manière que, 
A et A' étant les tangentes en deuùc des points oà cette 
droite rencontre les coniques C, C, et M, M' les tangentes 
de G"^ menées par le point d'intersection de A et A\ ces 
tangentes M, M' soient conjuguées par rapport à C et 
à C : renyeloppe de la droite L sera une conique inscrite 



dans le quadrilatère CC'G 



443. Lorsque trois coniques C, C\ C inscrites dans un 
quadrilatère, et une constante X sont données, si une 
tangente roule sur Q" et que, A étant la tangente en un 
des points oit cette droite rencontre la conique Q^ et A! la 
tangente en un des points ou elle rencontre C\ on mène 
par le point d] intersection de A et A' les deux autres tan^ 
génies B^ W aux deux coniquckS, et les quatre df'okes TA, 
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déterminées par V équation 

sin(M, A).siii(M, B) sin(M, A').sin (M, B') 



sin(A, B) sin(A',B') 



= d=>: 



ces droites M envelopperont deux coniques inscrites dans 
le même quadrilatère que les proposées, 
Co&OLLÀiRE. — Si X = I le théorème prend cet énoncé : 
Lorsque trois coniques C, C, C sont inscrites dans un 
quadrilatère y si sur Q" on fait rouler une tangente qui 
rencontre C et C, et que^ A et h! étant les tangentes à ces 
courbes en deux des points de rencontre, on mène par le 
point de concours de ces tangentes les deux autres tan- 
gentes B, B' aux mêmes coniques^ puis les deux droites 
M, M' qui divfisent harmoniquement les deux angles 
(A, A'), (B, B') : reni^eloppe de ces droites sera l'ensem- 
ble de deux coniques inscrites dans le quadrilatère cir- 
conscrit aux proposées. 

§ in. — Quatre coniques C, C, Z, E, dont 2 passe par 
les points d^ intersection des deux C, C, et E est inscrite 

dans le quadrilatère I C C 1 . 

444. Lorsque trois coniques C, C, 2 circonscrites à un 
quadrilatère, et une conique H inscrite dans le quadrila-* 
tère circonscrit aux deux premières Cy C, sont données^ si 
une tangente roule sur S et rencontre C et C en deux 
couples de points a, bj a', b', et la conique 2 en deux 
points m: on a toujours la relation 

ma.mh ma' .mh' 

= const. = \ . 



ab • a'h' 

En effet, d'après le théorème (436), les tangentes à la co- 
nique C en ses points a, b rencontrent les tangentes à ÇJ en 
ses points a\ V^ en quatre points situés sur une conique C^ 

20. 
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qui passe par les points d'intersection de C et C. Donc, 

d'après le théorème (438), l'équation a lieu. 

445, Le théorème (444) conduit aux deux suivants, 
qui peuvent être considérés comme des réciproques de 
celui-là. 

Étant données trois coniques C, C, 2 circonscrites à 
un quadrilatère, si l *on mène une droite, de manière que 
Von ait^ entre les deux couples de points a, b^ a', b', dans 
lesquels elle coupe les deux coniques C, C, et l 'un de ses 
points de rencontre m avec la conique 2, la relation 

ma,mb ^ ma* ,mb' 

X étant une constante : cette droite env^eloppera une co- 
nique 2 inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux deux 
coniques C, C 

En effet, une position de la droite détermine une co- 
nique E tangente à cette droite et inscrite dans le quadri- 
latère I C C I ; et toutes les tangentes à cette conique satis- 
font à la question, d'après le théorème (444). 

446. Quand trois coniques C, C, E sont inscrites dans 
un quadrilatère, si Von fait rouler sur S une tangente qui 
rencontre C et C en deux couples de points a, b^ a', b' \ et 
qu!on prenne sur cette droite les points m déterminés par 
la relation 

ma.mb ma'.mb' 



ab • a'b' 



= X, 



dans laquelle X est une constante : ces points auront pour 
lieu géométrique deux coniques passant par les points 
d^ intersection de C et C\ 

Il y a deux manières de placer leS deux lettres a, i, 
ainsi que a', &', des coniques C et C, sur une tangente de S; 
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ce qui donne lieu aux quatre cas suivants : a, b^ a\ V-^ 
fl, i, b\ al\ i, a, a', V \^ &, a, &', a'. Et quant à la direction 
relative des segments ah^ a'V ^ qui résulte de là, on voit 
aisément que ces segments n'entrant dans Téquation propo- 
sée que par leur rapport, les quatre cas se réduisent à deux : 
celui où les deux segments ont la même direction, et celui où 
ils ont des directions diflerentes. Dans chacun de ces cas, les 
deux points m déterminés par Téquation forment une invo- 
lution avec les deux couples a, h\ a\ V (G. 5., 282), Dès 
lors ces points appartiennent à une conique qui passe par 
les points d'intersection de C et C (302). D'après le théo- 
rème (444), toute langente de E détermine sur cette coni- 
que deux points qui satisfont à l'équation proposée, et con- 
siSquemment à la question. Donc, etc. 

Observation. — Si l'on donnait à X le signe — , avec la 
même valeur numérique, les deux coniques déterminées 
seraient les mêmes qu'avec le signe H- \ seulement la coni- 
que répondant au cas où les deux cordes ab^ a'b^oni la 
même direction serait celle qui répondait primitivement au 
cas où ces deux cordes sont de directions contraires. 

447. Étant données trois coniques C, C, E inscrites 
dans un quadrilatère, et une conique Z qui passe par les 
points d^ intersection des deux premières C, C, si de cliaque 
point de cette conique on mène les couples de tan^ 
gentes A, B; A', B^ à C et C, et une tangente unique 
MàE : on aura la relation 

sin(M, A).sin(M, B) ^ sin(M, A^).sin(M, B^) _ 
sin(A,B) • sin(A', B'J "" ' 

\étant une constante» 

En effet, d'après le théorème (43S), les droites qui join- 
dront les points de contact des tangentes A, B aux points 
de contact des tangentes A', B' envelopperont une co- 
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nîque C" inscrite danslequadrilalère le C 1 . Donc, d'après 

le théorème (441 ), Téquation a lieu. 

448. SI dans ce théorème on suppose que la constante X 
soit donnée, on est conduit aux deux propositions sui- 
vantes. 

Étant données trois coniques C, C, H inscrites dans un 
quadrilatère, et une constante X, si Von demande un point 
tel^ que les tangentes menées de ce point aux deux pre^ 
mières coniques étant A ^ B et A', B', et une des tangentes 
menées à la troisième conique étant M, on ait toujours 
la relation 

sm(M,A).sin(M, B) , sin(M, A^).sin(M, B^) _ 
sin(A,B) • sin(A',B') "" ' 

le lieu du point demandé est une conique S qui passe par 
les quatre points d'intersection des deux C, C, 

En effet, si après qu'on a déterminé un point satisfai- 
sant à la question, on mène par ce point une conique Z 
passant par les points d'intersection des deux C, C\ tous 
les points de cette conique satisferont aussi à la question, 
d'après le théorème (447). 

449. Lorsque trois coniques C, C, 2 circonscrites à un 
quadrilatère, et une constante 1 sont données, si de cha- 
que point de Z on mène deux couples de tangentes A, B 
et A', W à C et à C, et les deux couples de droites M 
déterminées par V équation 

sin(M,A).sin(M, B) . sin(M, A^).sin(M, B^) _ ^ 
sin(A,B) • sm(A',B') "" ' 

l'enveloppe de ces droites M sera l'ensemble de deux 
coniques inscrites dans le quadrilatère circonscrit aux 
deux C et G^ 
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En effet, on peut mener par iin point de la conique £ 
deux couples de droites M satisfaisant à la question, parce 
qu'il y a deux manières diflerentes de placer les lettres 
A, B, A', B' sur les tangentes de C et C Les droites M de 
cbaquc couple forment involutiou avec les deux couples de 
taDgentes de C et C; conséquemment on peut décrire deux 
coniques tangentes, respectivement, aux deux couples de 

droites, et inscrites dans le quadrilatère [ C C^| (315). 

Ces deux coniques satisfont évidemment à la question, d'a- 
près le théorème (447 ) . 

§ IV. — Conséquences des théorèmes généraux, 

450. Quand tmis coniques C,- C\ E sont inscrites dans 
un quadrilatère, si Vonjait rouler sur Vune E une tan- 
gente qui rencontre C et G en deux couples de points a, b ; 
a', b'; et quon prenne sur cette droite les quatre points m 
dont deux dix^isent liarmoniquement les deux segments 
ta', bb', et les deux autres les deux segments ab', ba' : /e 
lieu de ces quatre points sera l'ensemble de deux coniques 
passant par les quatre points d'intersection de C et C\ 
et dont les tangentes en ces points seront tangentes à la 
conique S. 

En effet, m étant un des deux points qui divisent har- 
moniquement les segments aa\ bh\ on a la relation 

ma,a'b\ bm^-- ma'.ab.b'm (G. «9., 256) 
ou 

ma.mb ma'.mb' 



ab • a'b' 



Et pareillement, désignant par m^ un des points qui divisent 
barmoniquement les deux segments ab\ ba\ on a la re- 
lation 

nua.b'a' ,bm^ = — m^b'.ab a' m^^ 
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ou 

mxa.m^b mia'.mib' 



a'b' 



= + 1. 



De sorte que les deux points m et les deux nii sont déter- 
minés par Féquation 



ab • a'b' 






Donc le lieu des quatre points est Tensemble de deux co- 
niques qui passent par les points d^intersection de C et C^ 
(446). 

Il reste à prouver que les tangentes menées de ces der- 
niers points à la conique H sont tangentes en ces points 
aux deux coniques trouvées. . 

Soit a un des quatre points d'intersection dcC et C'5 une 
des tangentes à H, menée par ce point, rencontre les deux 
courbes C, C en deux points coïncidents a, â^ et en deux 
autres points by h' : les deux points m, qui divisent harmo- 
niquement les deux segments oa', bb'^ et qui appartiennent 
tous deux à une des deux coniques cherchées, sont l'un 
en a et Tautre en un point cd, déterminé par la rela- 
ab tab 

non -T> = 77^ 

ab tdb' 

Et les deux points mi qui divisent harmo^iquement les 
deux segments ab' et a'b^ el qui appartiennent à Tautre 
conique, sont tous deux en a ; c est-à-dire que cetteconique 
est tangente à la droite abl Ce qu'il fallait prouver. 

Corollaire I. — Si la conique E est une diagonale du 
quadrilatère circonscrit à C etC (317), le théorème prend 
cet énoncé : 

Si autour cfun sommet S du quadrilatère circonscrit à 
deux coniques C, C, on fait tourner une droite qui ren-^ 
contre ces courbes en deux couples de points a, b^ a', b' ; 
et quon prenne sur cette droite les deux points qui div^isent 
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harmoniquement les segments aa', bb', et les deux points 
qui divfisent de même les segments ab', ba' : les quatre 
points ainsi déterminés ont pour lieu géométrique deux 
coniques qui passent par les quatre points d^ intersection 
de C et de C, et dont les tangentes en ces points con^ 
courent, quatre à quatre, au sommet S du quadrilatère 
Circonscrit, et au sommet opposé S'. 

Ces deux coniques restent les mêmes, quel que soit 
celui des deux sommets opposés S, S' autour duquel on 
a fait tourner la transy^ersale, 

ConoLLAiRE II. — Supposant que C et C soient des cer- 
cles, et H la droite limitée à leurs centres de similitude, 
on obtient cet énoncé : 

Si autour d^ un centre de similitude de deux cercles C, C 
on fait tourner une droite qui les rencontre en deux cou^ 
pies de points a^ b; a', b', et quon prenne sur cette droite 
les deux points qui div^isent harmoniquement les seg- 
ments aa', bb', et les deux qui dis^isent harmonique- 
ment les segments ab', ba' : le lieu de ces quatre points 
est l'ensemble de deux cercles qui passent par les points 
i* intersection des deux C, Q^ \ les centres de ces cercles 
sont les centres de similitude de C et C \ et les tangentes 
de l'un d^eux, aux points d^ intersection de Cet C, passent 
par le centre de l'autre^ conséquemment les deux cercles 
se coupent à angles droits. 

451. Lemme I. — Quand trois coniques C, C, 2 sont circon^ 
écrites à un quadrilatère, et qu 'une transversale les rencontre en 
trois couples de points a, b j a', b'^ et e, f; si les points e, f sont 
conjugués harmoniques par rapport à a. et a' : ils le seront aussi 
par rapport à h et h'. 

En effet, on a par hypothèse 

ca /a 
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Mais les trois coùiqUes étant circonscrites à un même quadrila- 
tère, les trois couples de points a, b; a' ^ h* et c,/8ont en invo- 
lation (302); ce qu'on exprime par l'équation 

ea.eh fo»fb 

ea'.eb''^ fa!.fb'' 

Cette équation, en vertu de la précédente^ donne celle-ci : 

eb __ fb 
eb''^ fb'^ 

Les points e^ f sont donc conjugués harmoniques par rapport 
9,b et b'. c. Q. r« P, 

Pareillement : 

Lemme II. — Quand trois coniques C, C, S sont inscrites dans 
un quadrilatère^ et que d*un point on mène aux deux premières 
les couples de tangentes A, B; A', B'; si les tangentes A, A' ap- 
partenant à Cet à C, respectivement^ sont conjuguées par rap- 
port à la troisième, conique S : il en sera de même des deux 
autres tangentes B, B';. 

452. Étant données trois coniques C, C, S circonsctites 
à un quadrilatère^ si Von prend sur les deux premières, res- 
pectii^ement, deux points a, a' qui soient conjugués par rap- 
port à la troisième : la droite aa' enveloppera une coniqueE 

inscrite tout à la fois dans le quadrilatère f C C 1 9 et dans 

le quadrilatère formé par les tangentes à^ en ses quatre 
points communs av^ec ces deux coniques C, C. 

En effet, soit une droite L satisfaisant à la condition 
prescrite, c'est-à-dire, rencontrant les trois coniques en 
trois couples de points a, h-^ a', V et m, m' tels, que a et 
a' divisent harmoniquement le segment mm'. Les deux 
points i, i', d'après le premier des deux lemmes précédents, 
divisent aussi harmoniquement le segment mm'. Censé- 
quemment, m, m' sont les points doubles de Tinvolution 
déterminée par les deux segments aa'^ hV (G. S. y 205) : 
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i) s'ensuit la relation 

ma.a'b'.bm=:—ma'.ab.b'm (G.^., 192), 

ou 

ma.mb ma' ,mb' 

~^b^'' a'b' -"'' 

ce qui prouve, d'après le théorème (445) , que la droite L en- 



veloppe une conique inscrite dans le quadrilatère 1 CC 

Il reste à prouver que chacune des tangentes de la conique 
Z, en ses quatre points communs avec les deux courbes G^ C, 
est une droite satisfaisant à la question. Effectivement, soit 
a un de ces points; la tangente de Z en ce point rencontre 
C en &) et Q* en deux points dont un coïncide avec a\ ap- 
pelons-le Z/, Tautre sera a'. Les deux points m, m! coïn- 
cident aussi avec a, puisque la droite est, par hypothèse, 
tangente à la conique S. On peut donc dire que les deux 
points m, m/ divisent harmoniquement le segment aa'y 
aussi bien que le segment b'b. Ainsi la tangente satisfait à 
la question, et conséquemment la conique H la touche en 
quelque point, comme l'indique Ténoncé du théorème. 

CoROLLÀiKE I. — Quand trois coniques C, C, 2 passent 
par quatre points , les tangentes de l'une Z en ces points, 
et les tangentes communes aux deux autres C, C, sont 
huit droites tangentes à une même conique S. 

Le théorème (452)^ qui implique ce corollaire, exprime 
une propriété de cette conique E. 

Corollaire II. — Si la conique D est l'ensemble des deux 
axes desymptose des coniques C, C (327), le théorème 
prend cet énoncé : 

Étant données deux coniques C, C, si par le point de 
concours de leurs axes de symptose, on mène deux droites 
conjuguées harmoniques par rapport à ces axes, lesquelles 
rencontreront les deux coniques C, C respectii^ement 



3i6 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES. 

en deux couples de points : les droites qui joindront les 

points de Vune aux points de Vautre em^elopperont une 

conique inscrite dans le quadrilatère 1 C C 1 ^^ tangente 
aux deux axes de symptose. 

On reconnaît immédiatement qu'on peut inscrire dan§ 
le quadrilatère circonscrit à deux coniques C, C, une troi- 
sième conique tangente à leurs axes de symptose. Car les 
tangentes menées aux deux coniques, par le point de ren- 
contre de ces axes, ont leur point de contact sur la polaire 
de ce point, et conséquemment forment avec ces axes une 
involution (300). Ce qui prouve, en vertu de (315), que 

pai^ les coniques inscrites dans le quadrilatère [ C C^ | il 

en est une qui touche à la fois les deux axes de symptose. 

La proposition actuelle exprime une propriété de cette 
conique. 

Corollaire III. — SiJes deux coniques C, C sont ho- 
mothétiques, elles n'ont qu'un axe de symptose L déter- 
miné, l'autre étant à l'infini 5 deux droites conjuguées har- 
moniques par rapport aux deux axes sont parallèles à L, 
et de part et d'autre à égale distance; de sorte que deux 
points a, a', dans lesquels les deux parallèles rencontrent^ 
les deux coniques, sont à égale distance de l'axe L. Las- 
droite aa^ coupe les deux coniques en deux autres points 
i, b\ qui sont aussi à égale distance de L, parce que le^ 
deux couples a, a' et i, i' déterminent une involution (300) -— 
dont le point central est sur L (G. «S., 197). Il s'ensuit qu^ 
les deux cordes ab^ a'b' des coniques sont égales. Et réci — 
proquement, si l'on mène une transversale sur laquelle 
les deux coniques interceptent deux cordes égales ab, a!b^ ^ 
les extrémités de la première et celtes de la seconde sont, 
deux à deux respectivement, à la même distance de la 
droite L (G. 5., 195). Par conséquent, le corollaire précé- 
dent reçoit cet énoncé : 
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Quand deux coniques sont homothétiqueSy si Von mène 
des transs^ersales y sur chacune desquelles les deux coniques 
interceptent des cordes égales : ces droites em^eloppent 
une parabole inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux 
deux coniques, et tangente à leur axe de symptose. 

Corollaire IV. — Si les deux coniques C, C, dans le 
théorème (4S2), sont des cercles qui ne se rencontrent pas, 
il existe sur leur diamètre commun deux points e, y dont 
chacun a la même polaire dans les deux cercles (G. 5., 759) ; 
chacun de ces points peut être considéré comme un cercle 
infiniment petit qui passe par tes points d'intersection de 
C et C. Prenant un de ces points pour 2, et observant que 
deux points conjugués par rapport à un cercle infiniment 
petit sont situés sur deux diamètres rectangulaires, on en 
conclut ce théorème : 

Etant donnés deux cercles C, C qui ne se rencontrent 
pas, si autour d^un des deux points dont chacun a la 
ïïiéme polaire dans les deux cercles, on fait tourner les 
deux côtés d'un angle droit, et qu'on joigne par des 
droites les points ou clmque côté rencontre le cercle C, 
oux points ou Vautre côté rencontre le cercle C : ces 
droites (au nombre de huit) sont toujours tangentes aune 
fnéme conique, inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux 
deux cercles; et cette conique a Vun de ses foyers au point 
autour duquel tourne V angle droit. 

Par suite, en vertu du théorème (436) : Les tangentes à 
Vun des cercles en ses points situés sur les côtés de l'an-- 
gle droite coupent les tangentes menées au second cercle, 
par ses points situés sur les mêmes côtés, en huit points 
toujours situés sur un même cercle qui passe par les points 
^ 'intersection [imaginaires) des deux cercles proposés, 

453. Si Ton suppose dans le théorème (452) que les deux 
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coniques C, C s'approchent indefinimenl el se coofiNident, 

le théorème prend cet énoncé : 

Étant données deux coniques C, £, si l'on mène des 

droites dont chacune les rencontre en deux couples de 

points en rapport harmonique : ces droites enveloppent 

une conique qui est inscrite dans les deux quadrilatères 
formés par les tangentes aux deux coniques en leurs 

quatre points d'intersection. 

On a vu (429, CoroU. IV) qne quand deux coniques se 
cronpent en quatre points, leurs tangentes en ces points 
sont huit droites tangentes à une même conique. Le théo- 
rème actuel exprime une propriété de cette conique, savoir : 
que chacune de ses tangentes rencontre les deux coniques 
proposées en quatre points qui sont en rapport harmo^ 
nique. 

Remarque. — Si l'on suppose que Z soit Tensembie de 
deux droites, on retrouve le théorème déjà démontré di- 
rectement (SU). 

CoBOULÂiBB I. — Si les deux coniques sont des cerdes, 
les tangentes en leurs deux points communs imaginaires 
situés à l'infini (374) sont les asymptotes des deux cercles, 
et puisqu'elles sont tangentes à la conique trouvée, on en. 
condnt que cette conique a pour foyers les centres des deui^ 
cercles (292) . Donc : 

Étant donnés deux cercles, les droites dont chacune 
les rencontre en deux couples de points en rapport har- 
monique enveloppent une conique, qui a pour foyers les 
centres des deux cercles, et qui est inscrite dans le quadri- 
latère formé par les tangentes aux deux cercles en leurs 
points d^ intersection. 

CoxoiXÀixE II. — On conclut de là que : 
Si des centres de deux cercles on abaisse des perpendi- 
culaires sur les tangentes de chaque cercle, menées par 
leurs points dHntersecUon, les pieds de ces perpendicu- 
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laires et les deux points d'intersection sont six points 
situés sur un même cercle (285). 

454. Le théorème (452) donne encore lieu au suivant, 
ai vertu de (436) : 

Quand trois coniques C, C, 2 sont circonscrites à un 
madrilatère^ si sur C et G on prend deux points a, a' con^ 
ugués par rapport à S, les tangentes en ces points ont 
mr point de concours sur une conique qui passe par les 
uatre sommets du quadrilatère. 

§ V. — Théorèmes corrélatifs. 

455. Au théorème (450) correspond celui-ci : 
Quand trois coniques C, C, 2 sont circonscrites à 
i quadrilatère^ si de chaque point de Z on mène les 
mples de tangentes A, B ef A', B', àC et C, et les qua^ 
e droites, dont deux dii^isent harmoniquement les deux 
igles (A, A'), (B, B'), et les deux autres les deux an- 
<ei (A, B'), (B, A') : ces droites em^elopperont deux co^ 



ques inscrites dans le quadrilatère [ C C | , et dont les 

ihtts de contact ai^ec les côtés de ce quadrilatère seront 
rla conique Y». 

Corollaire. — Si Ton prend pour la conique 2 deux 
rdes communes aux deux coniques G, C/, 1^ théorème 
énoncera ainsi : 

Étant données deux coniques C, C, dont deux cordes 
mmunes conjuguées sont L, L', si de chuque point de 
une quelconque de ces droites on mène les couples d^ 
ngentes A, B ; A', B' aux deux courbes, et quatre droites 
B9it deux divisent harmoniquement les angles (A, A^) 
1^ B^ et lés deux autres les angles (A, B'), (B, A') ; 
droites ens^eloppent deux coniques inscrites 

$ àuadritatère 1 C Cl j et qui touchent les côtés det 

rjs.v. . . ' ■ ■ ' 
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ce quadrilatère aux points oà les deux cordes L, U ne 

contrent ces côtés» 

456. Supposant X = i dans le théorème (448), on \ 
conclut cet énoncé, corrélatif de (452) : 

Quand trois coniques C, C, E sont inscrites dans i 
quadrilatère, si Von mène àCet à C deux tangentes j 
A' qui soient conjuguées par rapport as.: le lieu i 
point de rencontre de ces deux tangentes est une coniqi 
Z qui passe par les quatre points d'intei section des dei 
courbes C, C et par les quatre points ou la conique 

touche les côtés du qiuidrilatère CC^sj. 



CoROLLAïAE I. — Quand trois coniques sont inscrit 
dans un quadrilatère, les quatre points d'intersection t 
deux d^entre elles^ et les quatre points dans lesquels, 
troisième touche les côtés du quadrilatère, sont huit pain 
appartenant à une même conique. 

Le théorème (456), dW résulte ce corollaire, exprin 
une propriété de cette conique. 

CoROLLAïKE H. — Si la conique S (456) est la droite J 
mitée à deux ombilics conjugués de C et C, la conique , 
passe par ces points, et le théorème prend cet énoncé : 

Étant données deux coniques , si Von demande u 
point tel, que deux tangentes A, A' menées de ce poù 
aux deux courbes soient conjuguées harmoniques pi 
rapport aux droites mçnées du même point à deux on 
bilics conjugués des deux coniques: le lieu de ce point e 
une conique qui passe par les quatre points d'interscê 
tion des deux proposées et par les deux ombilics» 

On savait (363, CorolL) que par les quatre points d'il 
tersection de deux coniques et deux ombilics conjugué 
passe une conique. Le théorème actuel exprime une pr- 
priété de cette courbe. 

Corollaire IIL — Si les deux coniques sont des cercle 
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et qu'on prenne leurs centres de similitude pour les deux 
ombilics, la conique 2 sera un cercle passant par ces points. 
Donc : 

Si sur la droite qui joint les centres de similitude de 
deux cercles 9 prise pour diamètre , on décrit un troi- 
sième cercle.: ce cercle passe par les points d'intersection, 
des deux proposés^ et deux tangentes menées de chacun 
de ses points à ces deux cercles, respectii^ement, dii^isent 
en rapport harmonique le segment compris entre les deux 
centres de similitude. 

CoROLLÀiEE IV. — n résulte 4e cette propriété des deux 
tangentes, qu'elles sont également inclinées sur la droite 
menée du même point à Tun des deux centres de simili- 
tude (G* S. y 81). Il en est de même des deux autres tan- 
gentes menées du même point. On en conclut que les 
angles formés chacun par les deux tangentes d'un cercle 
sont égaux. Donc : 

Étant donnés deux cercles : le lieu d^un point d^oii oH 
les voit sous deux angles égaux, est un troisième cercle 
qui passé par leurs points d^ intersection et par leurs cen* 
très de similitude. 

457. Lorsque dans le théorème (456) on suppose que les 
deux coniques C, C/difièrent infiniment peuTune deTautre, 
et à la limite se confondent, on est conduit à cet énoncé : 

Étant données deux coniques C,E, w' /'on demande un 
point tel, que les deux couples de tangentes menées aux 
ioniques j par ce point, forment un faisceau harmonique : 
^ lieu de ce point est une conique qui passe par les. huit 
points où C et H touchent les quatre côtés du quadrilatère 
^ui leur est circonscrit (*). 



C*) M. Salmon, dans son exceUent Traité des Sections coniques (4® édi- 
^c»ii^ page 291), est parvenu à une équation fort simple du lieu cherché. 
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On a déjà vu (415, CorolL IV) que quand deux conique 
sont inscrites dans un quadrilatère, les huit points de cos 
tact des quatre côtés du quadrilatère sont sur une mèm 
conique. Le théorème actuel fait connaître une propriét 
de cette conique. 

Remarque. — Si la conique H est une droite limitée 
deux points, on retrouve le théorème (212). 

458. Le théorème (456) donne lîeu au suivant, en vert 
du théorème (435) : 

Quand trois coniques C, C, H sont inscrites dans ui 
quadrilatère^ si Von mène aux deux premières deu: 
tangentes A, A' conjuguées par rapport à la troisième: l 
droite qui joint les points de contact env^eloppe une ce 
nique inscrite dans le même quadrilatère que les propo 
sées. 

Résumé, 

459. Les propositions de ce chapitre XVIII se rappor 
tent à des systèmes très-variés de sections coniques. Pou 
qu'on en voie mieux les caractères distinctifs, nous en pré 
senterons un bref résumé. 

On considère : 

Quatre coniques circonscrites à un quadrilatère : 438 

Quatre coniques inscrites dans un quadrilatère: 441. 

Quatre coniques C, C, 2, E dont 2 passe par les point 

d'intersection de C et C, et E est inscrite dans le quadri 

latère | ^ ^^ | : 444, 447, 

Trois coniques circonscrites à un quadrilatère : 431 
432, 435, 437, 439, 439 CorolL, 440, 440 CorolL, 44^ 

449, 451 Lemme 1, 452, 452 CorolL I, 454, 455. 

Trois coniques^inscrites dans un quadrilatère : 433, 434 
436, 437, 442, 442 CorolL, 443, 443 CorolL, 446, 448 

450, 451 Lemme II, 456, 456 CorolL 1, 458. 
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Deux coniques quelconques : 431 CoroU., 431 Récipr., 

m Coroll., 433 Récipr., 435 Rem., 450 Coroll. A 

452 Coroll. II, 453, 455 Coroll., 456 Coroll. II, 457. 
Deux coniques homothétiques : 452 Coroll. III.- 
Deux cercles : 450 Coroll. II, 452 Coroll. IF, 453 Co- 

roU. I et II, 456 Coroll III et IF. 



II. 
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CHAPITRE XIX. 

œNlQUES AYANT UN DOUBLE CONTACT. 



§1- 

460. Rappelons quelques notions qui vont avoir des ap- 
plications fréquentes. 

1° On dit que deux coniques ont un double contact j réel 
ou in^aginaire, ou bien, qu'elles sont inscrites l'une à 
l'autre, lorsqu'elles ont deux points de contact, ces points 
pouvant être imaginaires (343, CorolL), 

La droite sur laquelle sont ces deux points s^ appelle corde 
de contact^ et son pôle, qui est le même dans les deux co- 
niques, pôle de contact. 

' tP Quand deux coniques ont un double contact, les tan- 
gentes aux points de contact représentent une conique ayant 
avec ces courbes un double contact. 

3^ La corde de contact représente aussi une conique ayant 
un double contact avec les proposées. Cette conique esl infi- 
niment aplatie et a pour sommets les deux points de contact. 

4° Enfin, le pôle de contact représente aussi une co- 
nique, infiniment petite, ayant un double contact avec les 
proposées (370, 2°). 

461. Quand deux coniques ont un double contact^ 
les polaires d'un point quelconque Q se coupent sur la 
corde de contact. ^ 

Car ces polaires se coupent sur celle du point Q relative 
au système de deux cordes communes aux deux coniques 
(308). Que l'on prenne pour ces cordes communes celles 
qui se confondent avec la corde de contact (370, i®), la 
polaire se confondra aussi .avec cette corde. Donc, etc. 
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G>ROixAiRE. — Quand deux points sont conjugués par- 
rapport à deux coniques qui ont un double contact ^ Van 
d*eux est toujours situé sur la corde de contact. 
Car il est à rintersection des polaires de Tautre (103). 

462. Lorsque deux coniques ont un double contact, 
les pôles d'une droite quelconque sont en ligne droite 
avec le pôle de contact. 

Le pôle de contact des deux coniques proposées est une 
conique infiniment petite inscrite dans le quadrilatère cir- 
conscrit aux deux courbes (370, 2^). Les pôles d'une droite 
rdatifs k cette conique et aux deux proposées sont en ligne 
droite (323). Mais le pôle relatif à la conique infiniment 
petite est le point qui représente cette conique. Donc, etc. 

Corollaire. — Quand deux droites sont conjuguées 
par rapport à deux coniques qui ont un double contact, 
Vune d* elles passe nécessairement par le pôle de contact. 

463. Quand deux coniques ont un double contact, tout 
point de la corde de contact a la même polaire dans les 
deux courbes. 

Car, dans chacune des coniques, la polaire d'un point G 
de la corde de contact passe par le pôle de contact, et par 
le point G' qui avec G divise harmoniquement la corde de 
contact (99, 4^)- Cette polaire est donc la même dans 
les deux courbes. 

Réciproquement : Quand deux coniques ont un dou^ 
ble contact, toute droite menée par le pôle de contact a 
le même pôle dans les deux courbes, lequel est situé sur 
la corde de contact. 

464, Lorsque deux coniques ont un double contact, si 
P^r les deux points de contact on fait passer une troi- 
sième conique quelconque, les cordes qu'elle intercepte 
dans les deux courbes concourent en un point de la corde 
^^ contact. 
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Car les trois coniques ont une corde commune qui est la 
corde de contact; et elles ont, deux à deux, trois autres 
cordes communes qui passent par un même point (380). Or 
une de ces trois cordes, celle qui appartient aux deux pre- 
mières coniques, est la corde de contact. Donc, etc. 

Corollaires. I. — Quand deux coniques ont un double 
contact^ tout angle dont les côtés passent par les deux 
points de contact, intercepte dans les deux courbes deux 
cordes gui concourent en un point de la corde de contact. 

n. — Si les coniques sont deux hyperboles ayant les 
mêmes asymptotes, on dira : 

Lorsque deux hyperboles ont les mêmes asymptotes^ tout 
angle dont les côtés sont parallèles aux asymptotes inter^ 
cepte dans les courbes deux cordes parallèles. 

in. — Ce théorème s'applique à une hyperbole et à ses 
asymptotes considérées comme représentant une seconde 
hyperbole. Donc : 

Deux droites parallèles aux asymptotes d*une hyper" 
bole interceptent dans la courbe et entre les asymptotes 
deux cordes parallèles . 

Ainsi, aa\ bV (Jig. 129) étant des parallèles aux asymp- 
totes d'une hyperbole, menées par deux points a, b de la 
courbe, le théorème exprime que les deux cordes abj alV 
sont parallèles. 

Démonstration directe» Les deux points a, b étant sur 
l'hyperbole, on a l'égalité 

Oa'.OS=bb'.Ob\ ou ^ = ^' (35), 

qui devient, dans le parallélogramme alOUOf formé pa 
les asymptotes et leurs parallèles, 

0^^^_0V 
bb^ "^ aa' ' 

Cette proportion prouve que les deux cordes aJ, a!V su 
parallèles. 
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465. On aperçoit immédiatement que ce théorème four- 
nit une solution du problème suivant : 

Inscrire dans un angle donné une corde de longueur 
donnée^ qui passe par un point donné. 

Soient SL, SL' les deux côtés deTangle (mémejig.)^ et a' 
le point donné. Par ce point on mène à ces côtés des paral- 
lèles qui forment le parallélogramme a' OS a] et Ton dé- 
crit une hyperbole ayant pour asymptotes les deux droites 
Oa\ OL', et passant par le point a. Puis, on prend dans 
cette courbe, à partir du \K)mi a, une corde ab de la lon- 
gueur donnée^ et par son extrémité b on mène, parallèle- 
ment à SL, une droite bb' qui coupe SL' en b'. La droite 
a'b' satisfait à la question. 

Car cette droite est parallèle à ab (464, El) 5 par consé- 
quent la partie i'c' comprise entre les parallèles Ai', aS 
est égale a a&, comme on se l'était proposé. 

A partir du point a on peut placer, en général, dans 
Thyperbole, quatre cordes d'une longueur donnée ; le pro- 
blème admet donc quatre solutions, dont deux évidemment 
seront toujours réelles, et les deux autres pourront être 
imaginaires (*). 

466. Quand deux coniques ont un double contact^ si 
dans r angle formé parles tangentes aux points de contact, 
on inscrit une troisième conique^ les deux points de con- 
cours respectifs des deux autres couples de tangentes com- 
munes à cette courbe et à chacune des deux premières, 
sont en ligne droite av^ec le pôle de contact de celles-ci. 



(*) Le problème se résout aussi, comme on sait, par la conchoïdede Nico- 
mède. La solution au moyen de l'hyperbole a été donnée par Pappus dans 
MsCoUer/ioiu mathématiques (liv. IV, proposition 31). Ce géomètre parle 
d'ane hyperbole équilatère, parce qu'il applique la construction au problème 
^ la trisection de l'angle, où les deux droites entre lesquelles on inscrit 
one corde de longueur donnée, sont rectangulaires. Mais sa construction 
«*t générale. 
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Ce théorème, qui est le corrélatif de (464), se démontre 
par des considérations analogues. 

Corollaire, — On peut prendre pour la troisième co- 
nique une droite limitée à deux points situés sur les deux 
tangentes communes aux proposées. 

467. Quand une corde commune à deux coniques a le 
même pôle dans les deux courbes, ces coniques ont un 
double contact sur cette droite. 

En effet, les droites menées de ce pôle aux deux points 
des deux coniques situés sur la corde commune sont tan- 
gentes à ces courbes en ces points ; dès lors les deux coni> 
ques sont tangentes entre elles en ces mêmes points. 

468. Quand le point de concours de deux tangentes 
(réelles ou imaginaires) communes à deux coniques^ a la 
même polaire dans les deux courbes, ces coniques ont un 
double contact sur cette polaire. 

En eiSfet, les points d^intersection des deux tangentes 
communes et de la polaire sont les points où chacune des 
coniques touche les tangentes. Par conséquent les deux coni- 
ques sont tangentes entre elles en ces deux points. 

469. Quand deux coniques C, C (Jig. i3o) ont un dou- 
ble contact (réel ou imaginaire) sur une droite ef, si par 
deux points m, m' de C on mène à cette courbe des tan^ 
gentes, qui rencontrent C en deux couples de points a, b 
et a', b' : 

i^ Deux cordes aa', bV passent par le point de ren- 
contre des deux droites, ef, mm' ; 

2° Les deux autres cordes ab', ba' coupent mm' en deux 
points n, n', par lesquels on peut mener uHe conique tan- 
gente à ces droites y et ayant un double contact av^ec les 
deux coniques proposées en leurs points de contact e, f. 
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En effet, les deux tangentes ah^ dV représentent une 
conique ayant un double contact .avec QJ sur la droite mni. 
Par conséquent, deux cordes communes à cette conique et 
i C, telles que aa* et hV^ passent par le point de rencontre 
des deux cordes de contact ef et mw! ( 415, CoroU. /). Ce 
qui démontre la première partie du théorèmel 

La seconde partie est une conséquence inunédiate du 
théorème { 410, Coroll. II). 

470. Quanddeux coniques CfC{Jig.iZi) ont un double 
contact, si de deux points m, m' de C on mène à C des tan- 
gentes qui forment le quadrilatère circonscrit abcd : 

I® Une diagonale ac de ce quadrilatère passe par le 
pôle de contact P des deux coniques et par le pôle Q 
de mm,', relatif à C; 

a? On peut mener par les sommets b, d du quadrila^ 
tère une conique ayant un double contact av^ec les deux 
proposées en leurs points de contact^ et dont les tangentes 
en h et à passeront par le point Q. 

En effet, la conique C et la conique représentée «par la 
corde mml (460, S'') ont chacune un double contact avec C. 
Donc deux points de concours de leurs tangentes communes, 
tels que les sommets a, c du quadrilatère abcd^ sont situés 
sur la droite qui joint les deux pôles de contact P, Q (429, 
CorolLI)\ ce qui démontre la première partie du théorème. 
La deuxième partie est une conséquence immédiate du 
théorème (423, Coroll). 

Remarque. — Ce théorème est le corrélatif du précédent. 

471. Quand deux coniques [fig* i3a) ont un double 
contact, si par le pôle de contact S on mène une trans- 
versale qui rencontre la première en deux points a, b, et 
la seconde en deux points dont b! soit Vun^ on a tou- 
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jours V équation 

Sa a!a ^ i 

-:^=X ou -, 

X étant une constante. 

C'est-à-dîre que a' et V étant les deux points de la 
deuxième conique, situés sur la transversale, on a pour 
l'un, a', 

• Sa a' a __ 
SÏ*^"" ^ 

et pour l'autre, f, 

Sa ^ h' a _2. 

s'yVh'~"\ 

Démontrons d'abord que pour chaque transversale on 
a l'égalité 

Sa «^B _ . fSa Va\ 
Sb'Vh^'^'' [sb'Vbj' 

ou 

i.b'a 

-b' 



\Sbl '^ a'b.b'i 



En eflfet, les deux coniques sont circonscrites à un qua- 
drilatère dont deux côtés opposés coïncident avec la corde 
de contact IF, et les deux autres sont les tangentes en I 
et I'. Le point S est donc le point de concours de ces deux 
côtés^ et conséquemment ce point est un des points doubles 
de l'involution déterminée par les deux segments ab^ 
a'U (300). Dès lors on a l'équation 

2 

aS aa^ab' 

Maintenant, soit menée par le point S une seconde trans- 
versale qui rencontre les deux coniques en A, B et A', B . 
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Ces deux courbes sont homologiques ; le point S étant le 
centre d'homologie, et la corde de contact II' Taxe d'homo- 
logie (363) : les points A, a correspondent aux points A', d \ 
de sorte que les cordes Aa, h! a' se coupent sur II'. Mais 
les droites Aa et B6 se coupent aussi sur IF (98, i^). 
Donc les trois cordes A a^ Bft, A' a' concourent en un même 
point de II'; et consëquemment les rapports anharmoni- 
ques des deux systèmes de quatre points S, a, £, a' et 
S, Â*, 6, A' sont égaux. Ainsi 

Sa , a' a _ SA ^ A^A 
S6^fl'ô~'SB*A'B' 

ou 

Sa a'a 

s-7 : "TT = const. c. q. f. o. 

ao a à 

Corollaire. — Si autour d^un point S on fait tourner 
une transifersale qui rencontre une conique en deux 
points a, b, et quon prenne sur cette droite les deux 
points m déterminés par Inéquation 

Sa ma 

Sb'J^" ' 

X étant un coefficient constant : le lieu de ces points 
est une conique ayant av^ec la proposée un double contact 
sur la polaire du point S. 

L'équation détermine deux points, parce qu'il y a deux 
manières de placer les lettres a et h aux points d'intersec- 
tion de la conique et de la transversale, et que le point m 
est différent dans les deux cas. 

Remarques. I. — On peut donner au théorème un autre 
énoncé, et dire que l'on prend sur chaque transversale 
deux points m, m' dont l'un fait un rapport anharmo- 
nique donné A avec les trois points S, a^ 6, et l'autre avec 
les trois mêmes points pris dans l'ordre S, &, a. 
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n« — Si au lieu de A on prend -ry la. conique construite 
reste la même. 

472. Quand deux coniques ont un double contact, si 
de chaque point xa de la corde de contact L on mène 
deux tangentes A, B ^ l'une, et une tangente A' à Vaw- 
tre, on a la relation 

sin (L, A) sîn (A', A) i , 

sin(L> B)'sin(A', B) ~" ^^ ^V 

X étant une constante. 

Ce théorème est le corrélatif du précédent. 

CoROi/LAiRE. — Si par chaque point d^une droite L on 
mène à une conique deux tangentes A, B^ puis les deux 
droites M déterminées par l'équation 

sinfL, A) sinfM^ A) 

sm(L, B) 8m(M, B) ' 

ces droites em^eloppent une conique qui a un double 
contact avec la proposée, sur la droite L. 

Il existe deux droites M, parce qu'il y a deux manières 
de placer les lettres A, B sur les deux tangentes menées à la 
conique de chaque point de L. 

§ni. 

473. Les cordes qui joignent deux à deux les points 
homologues de deux dii^isions homo graphiques sur une 
conique C^ em^eloppent une conique quia un double con^ 
tact avec la proposée; les points de contact sont les points 
doubles des • deux divisions . 

Soient a^ a[ et i, V [fig. i33) deux couples de points 
homologues des deux divisions^ et e,/ les deux points dou- 
bles (225). Il existe une conique C^ tangente à C en e et/» 
et tangente à la droite aa'. Nous allons prouver que cette 
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conique C est UDgente à la droite bl/. En effet, concevons 
qa'on mène à cette conique par le point b une tangente qui 
rencontre la conique C en un point i^, les deux droites ba' 
tiab" se couperont sur la droite de contact e/'(4G9, i*^). 
Mais les deux droites ba' et aV se coupent aussi sur la 
droite ©/"( 234). Donc la tangente bb" coïncide avec bb'. 
Donc la conique tangente à la corde aa' est aussi tangente 
a toute autre corde bb'^ ce', etc. c. q. f. d. 

Réciproquement : Lorsque deux coniques C, C! ont un 
double contact, si une corde aa' de C roule sur C, ses ex- 
trémités a, dJ fctrment deux divfisions homographiques qui 
ont pour points doubles les points de contact des deux 
coniques, * 

Celte réciproque est évidente. 

Corollaire. — Si deux faisceaux homographiques 
ont pour centres deux points, ou le même point d^une 
conique, les cordes que les couples de rayons homologues 
interceptent dans la courbe enveloppent une autre coni-- 
quoy qui a un double contact at^ec la proposée. 

En effet, les rayons des deux faisceaux coupent la conique 
en des points qui forment deux divisions homographi- 
ques (228). 

474. Si un angle de grandeur donnée tourne autour 
de son sommet situé sur une conique, les cordes que cet 
angle intercepte dans la courbe enveloppent une conique 
qui a un double contact avec la proposée. 

Les deux points de contact {imaginaires) sont toujours 
les mêmes, quelle que soit la grandeur de t angle» 

En effet, les deux côtés de Tangle forment deux faisceaux 
homographiques qui ont toujours les mêmes rayons dou- 
bles, quelle que soit la grandeur de Pangle (G. S., 181). 
Donc ces côtés rencontrent la conique en des points for- 
mant deux divisions homographiques qui ont les mêmes 
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points doubles (225), quelle que soit la grandeur de l'angle. 
D'où résultent, en vertu du théorème précédent, les deux 
parties du théorème énoncé. 

Remarque. — La conique enveloppe des cordes intercep- 
tées par les côtés de l'angle, varie avec la grandeur de cet 
angle. Quand il est droit, on sait que les cordes interceptées 
passent toutes par un même point (14fl, I)* Ce point repré- 
sente une conique infiniment petile qui a un double contact 
avec la proposée sur la même droite que les autres coni- 
ques. Ce point est donc le pôle de la droite (460, 4^). 

475. Quand deux div^isions ho mo graphiques sont for- 
mées sur une conique y les tangentes aux points homologues 
se coupent sur une autre conique qui a un double contact 
avec la première^ les ^points de contact sont les points 
doubles des deux dii^isions. 

Proposition corrélative de (473). 

Réciproquement : Quand deux coniques ont un double 
contact, si le sommet d'un angle circonscrit à Pune glisse 
sur l'autre, les points de contact des deux côtés de P angle 
forment deux div^isions homo graphiques qui ont pour 
points doubles les points de contact des deux coniques. 

Corollaire. — Si Von a sur deux tangentes fixes d*une 
conique, ou sur une seule tangente, deux divisions homo- 
graphiques , les tangentes menées par chaque couple de 
points homologues des deux divisions, se coupent sur une 
conique qui a Un double contact avec la proposée. 

En effet, les points de contact def ces deux séries de tan- 
gentes forment sur la conique deux divisions homogra- 
phiques [Récipr. de 237 et 238). 

476. Quand deux coniques C, C [fig* i34) ont un 
double contact, si le sommet a d'un angle circonscrit à G 
glisse sur C, les points d^ intersection m, m' des côtés de 
cet angle et de la conique C, forment deux divisions homo- 
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graphiques^ qui ont pour points doubles, les deux points 
de contact de C et d. 

La corde mm' env^eloppe une troisième conique qui a 
un double contact a^ec les proposées en leurs deux points 
de contact. 

En effet, les deux points a, m forment deux divisions 
liomographiques qui ont pour points doubles les deux points 
de contact e, /*des deux coniques C, C (473, Hécipr.), D 
en est de même des deux points aeim\ Donc les divisions 
formées par les deux points m, m' sont^homographiques et 
ont pour points doubles les deux points e^f. Et par suite la 
corde mm' enveloppe une conique ayant un double contact 
avec la proposée en ces points (473). c. q. f. d. 

477. Quand deux coniques C, C ont un double con^ 
tact, si le sommet d'un angle circonscrit à C glisse sur C, 
les traces des côtés de l'angle sur la corde de contact des 
deux coniques j Jorment deux dit^isions homo graphiques, 
dont les points doubles sont les deux points de contact des 
coniques. 

En effet, les points de contact des deux côtés de Tangle for- 
ment sur C deux divisions bomographiques (475, Récipr.). 
Donc, d*après (235), etc. 

Corollaire. — Deux coniques concentriques et homo- 
thétiques ont un double contact à Tinfini (376). Donc : 

Quand deux coniques C, C sont homothétiques et con^ 
centriques, si le sommet d'un angle circonscrit à C glisse 
sur C, des parallèles aux côtés de cet angle menées par 
un point fixe forment deux faisceaux liomographiques 
dont les rayons doubles sont parallèles aux asymptotes 
communes aux deux coniques. 

478. Quand deux coniques C, C ont un double con- 
^ctj si le sommet d'un angle circonscrit à C glisse sur C, 
fe* côtés de cet angle rencontrent une tangente fixe de C 
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en deux points qui forment deux dii^isions homogiriphp^ 
gués, dont les points doubles sont les points de section de 
la tangente fixe par les tangentes aux deux coniques en 
leurs points de contact. 

En effet, les points de contact des deux côtés de Tangle 
mobile forment sur G' deux divisions homographiques dont 
les points doubles sont les points de contact des deux coni- 
ques (475, Mécipr.). Donc ces côtés rencontrent une tan- 
gente fixe de C en deux points qui forment deux divisions 
homographiques dont les points doubles sont sur lés tan- 
gentes aux deux coniques «en leurs points de contact (237). 

c. Q. r. n. 

CoKOLLAiïLES. I. — Quand deux coniques C, C sont ko- 
niothétiques et concentriques, si le somniet d'un angle 
circonscrit à C glisse sur C, les côtés de cet angle ren- 
contrent une tangente fixe ^de C en des points qui for- 
ment deux divisions homographiques dont les points 
doubles sont les points ou les asymptotes [réelles ou ima- 
ginaires), communes aux deux coniques^ coupent cette 
tangente fixe. 

n. — Si les deux coniques sont des cercles, on enccm- 
dut que : 

Quand deux cercles C, C sont concentriques y si de 
chaque point de C on mène à C deux tangentes qui ren- 
contreront une autre tangente fixe, en deux points : les 
rayons menés du centre à ces points feront entre eux un 
angle de grandeur constante (G. *$., 6S1). 

479. Quand deux coniques C, C ont un double con- 
tact, si une tangente roule sur C, et que par les points où 
elle rencontre C on mène deux noui^elles tangentes à la 
conique C : les points de contact forment deux divisions 
homographiques ; 

Et le point de concours des deux tangentes décrit une 
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* troisième conique qui a un double contact avec les propo- 
sées en leurs deux points de contact. 
Proposition corrélative de (476). 

480. Quand deux coniques C, C ont un double con- 
tact, si une tangente roule sur C et rencontre CJ en deux 
points, les droites menées du pôle de contact des deux 
coniques à ces deux points forment deux faisceaux homo^ 
graphiques dont les rayons doubles sont les tangentes 
communes aux deux coniques. 

Proposition corrélative de (477). 

G>ROLLÂiRE. — Quand deux coniques C, C sont homo- 
thétiques et concentriques, si une tangente roule sur C et 
rencontre G' en deux points, les droites menées du 
centre des coniques à ces points forment deux faisceaux 
homographiques dont les rayons doubles sont les asym- 
ptotes communes aux deux courbes. 

481 . Quand deux coniques C, C ont un double con- 
tact, une tangente qui roule sur C rencontre C en deux 
points tels, que les droites menées de ces points à un 
point ^xe de C^ forment deux faisceaux homographiques 
dont les rayons doubles passent par les points de con- 
tact des deux coniques. 

Proposition corrélative de (478). 

Corollaire. — Quand deux coniques C, C sont ho- 
mothétiques et concentriques, si une tangente qui roule 
snr'C rencontre C en deux points^ les droites menées de 
ces points à un point fixe quelconque de C, forment deux 
faisceaux homographiques dont les rayons doubles sont 
parallèles aux asymptotes communes aux deux coniques. 

§ IV. — Coniques inscrites à deux coniques, 

482. Il existe, en général, trois séries de coniques ayant 
un double contact avec deux conique^ C, C, ou, en d'autres 
termes, inscrites à deux coniques C, C. 
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Soient L, 1/ deux axes de symptose de C et C; et P le 
point de concours de ces droites. Les cordes de contact 
d'une des trois séries de coniques doublement tangentes à 
C et à C, passent par P, et sont conjuguées harmoniques par 
rapport àL et L' (415, CoroU. J). 

Les cordes de contact des deux autres séries passent, res- 
pectivement, par les deuic points de concours des deux au- 
tres couples d'axes de symptose de C et C, et sont conju- 
guées harmoniques par rapport à ces axes. 

Quand les deux coniques C, C ont un ou deux points de 
contact, il n'existe que deux séries de coniques doublement 
tangentes à ces courbes. 

C'est que les coniques C, C' n'ont alors que deux sys- 
tèmes d'axes de symptose. A chacun de ces systèmes cor- 
respond une série de coniques ayant un double contact 
avec C et C, 

Quand C etC ont un seul point de contact, les deux sys- 
tèmes d'axes de symptose sont, d'une part, la tangente au 
point de contact et la corde qui joint les deux points d'in- 
tersection des deux courbes; et, d'autre part, les deax 
cordes menées de ces points au point de contact. 

Lorsque G et C ont deux points de contact, les tangentes 
en «es points forment un priemier système d'axes de symp- 
tose; et la corde de contact, qui représente deux cordes 
communes coïncidentes, forme le second système. Les coni- 
ques doublement tangentes à C et C, qui correspondent à 
ce second système, touchent C et G en leurs deux ppints de 
contact. Et pour celles qui correspondent au premier sys- 
tème, les cordes de contact sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux deux tangentes communes à C et Cf, 

Enfin, lorsque les deux coniques C, G ont un contact 
du second ordre, eUes n'ont que deux axes de symptose : 
l'un est la tangente au point de contact, et l'autre est la conk 
qui joint ce point au point d'intersection des deux couri>es. 
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Alors il n'existe qu'au système cle coniques ayant on double 
contact avec les proposées. L'un des points de contact est 
toujours le point d'osculation de celles-ci • 

Observation. — Nous n'avons parlé, dans cette discus- 
sion, que des axes de symptose des coniques \ mais on con- 
çoit que des considérations semblables, et corrélatives, ont 
lien k Tégard des ombilics. Ainsi, par exemple, les pôles 
de contact d'une conique doublement tangente à C et C 
sont situés sur Tune des trois droites qui joignent, cha- 
cune, deux ombilics conjugués de C et C, et sont con- 
jugués harmoniques par rapport à ces deux ombilics (429, 
Coroll. I). 

483. Quand trois coniques C, C, C" passent par quatre 
points situés deux à deux sur deux droites L, Vy cuise 
coupent en P, si une quatrième conique U est telle, que la 
polaire du point P relative à cette courbe coïncide avec la 
polaire de ce point reUuipe à (1^ G et G* (328) : les trois 
couples d'oxes de symptose communs àliietà C, G et C, 
respectivement, et le couple L, V sont en involutian. 

Désignons par |l]G| les axes de symptose de U et de C 
qui passent par le point P (328) ^ et ainsi des autres^ Les 
trois couples d'axes de symptose des coniques U, C, C 
prises deux à deux, savoir |UC|, |UC^|, L, U, sont en 
involution (415). Il en est de môme de |UC|, |UC'| et L, L'. 
Donc les deux couples [UC"! et |UC| font partie d'une in- 
solation à laquelle appartiennent les deux couples [UC| et 
li^Lt (G. aS., 196). c. Q. F. n. 

CoROLLAi&E. — Si U a un double contact avec G et C, 
et si les cordes de contact passent par le point P, chacune 
d'elles représente, dans Pinvolution, deux droites conju- 
guées coïncidentes 5 on en conclut que : 

Quand une conique V aun double contact avec deux 
^^niqiies C, C, les noces de symptose de U et d'une coni- 
que C*, menée par les points d* intersection de C et Q\ sont 



34o TRAITÉ DES SECTIONS œNIQUES. 

conjugués hamuiniques par rapport aux deux cordes de 
contact de U. 

484. Nous désignerons par U, U', U'^v-'i des coniques 
d'une même série, doublement tangentes à deux coni^es 
C, C; et par L, L' les axes de symptose de celles-ci, qui 
déterminent cette série (482). On a ¥u que les huit points 
de contact de deux coniques U, U' sont sur une même 
conique (415, Corail. III). 

Réciproquement : Toute conique V, menée par les qua- 
tre points de contcLCt d'aune conique U, passe par les 
quatre points de contact d^une autre conique de la même 
série. 

En effet, la conique V coupe C et C aux quatre points de 
contact de U, et en quatre autres points. Un de ces derniers 
points détermine une conique U', doublement tangente à G 
et C(415, CoroU. I^Récipr.). Les points de contact de U'et 
ceux de U sont sur une même conique, comme nous venons 
de le dire. Cette courbe, ayant cinqjpoints communs avec V, 
n'est autre que V. Donc, etc. 

Nous désignerons par V, V, . . . , des coniques passant cha- 
cune par les huit points de contact de deux' des coniques 
U, U^,... ou simplement par les quatre points de contact 
d'une de ces courbes, ce qui revient au même. 

divertissement: En parlant des axes de symptose, soit des 
coniques U, U',..., soit des coniques V, V,..., prises deux 
à deux, nous entendrons toujours les deux axes de symp- 
tose qui passent par le point de concours dès axes de symp- 
tose L, L' de C et C 

485. Les axes de symptose de deux coniques V, V sont 
conjugués harmoniques par rapport à h et \J. 

En effet, V passe par les quatre points de contact d'une 
conique U •, et V par les quatre points de contact d'une co- 
nique U'. Ces huit points sont sur une même conique 2 
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(415, CorolL III). Le» trois couples d'axes desymptose des 
trois coniques Y, V et Z sont en involution (4t5). Les 
axes de symptose de Y et Z sont les cordes de contact 
de U, et ceux de Y' et 2 sont les cordes de contact de U'. 
Or L et Tu sont conjugués harmoniques par rapport à cha- 
cun de ces deux couples (415, Coroll, /). Donc L et \J sont 
aussi conjugués harmoniques par rapport au troisième 
couple, savoir, les axes de symptose de Y et Y', c q. f. d. 

Sgolie. — La démonstration reste la même, si l'on substi- 
tue aux deux coniques Y et Y', ou à Tune seulement, des 
coniques U, U'^ ainsi nous dirons que : 

Les axes de sjmptose^ soit de deux coniques Y et U, soit 
de deux coniques U et U', sont conjugués harmoniques par 
rapport à h et L'. 

486. Toutes les coniques Y, Y', Y", . • ., menées par un 
point I, ont trois autres points communs. 

En eflet, toutes ces coniques ont, deux à deux, un axé de 
symptose commun, qui passe par le point I, et conséquem- 
ment un second axe de symptose commun qui est le conju- 
gué harmonique du premier, par rapport à L et L' (485). 
Donc, etc. 

Réciproquement : Toute conique W, menée par les 
quatre points d^ intersection de deux coniques Y et Y', est 
une conique Y'^. 

En effet, soit a un des points d'intersection de Wet de C. 
Une conique U" est tangente à C en ce point a*, et la coni- 
que Y'^, menée par les quatre points de contact de U'^ et 
par un des quatre points d'intersection de Y et Y', passe par 
les trois autres, ainsi qu'il vient d'être démontré. Cette 
conique a donc cinq points communs avec W, et consé- 
quemment se confond avec celle-ci. Donc, etc. 

ScoLiE. — Le théorème et la réciproque s'appliquent 
aux cas où l'on remplace une conique Y par une conique U, 
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en deux points qui forment deux divisions homogjtiphm- 
ques, dont les points doubles sont les points de section de 
la tangente fixe par les tangentes aux deux coniques en 
leurs points de contact. 

En effet, les points de contact des deux côtes de Tangle 
mobile forment sûr C deux divisions homographiques dont 
les points doubles sont les points de contact des deux coni- 
ques (47S, Récipr.). Donc ces côtés rencontrent une tan- 
gente fixe de C^ en deux points qui forment deux divisions 
homographiques dont les points doubles sont sur les tan- 
gentes aux deux coniques «en leurs points de contact (237). 

c. Q. r. D. 

Corollaires. I. — Quand deux coniques C, C sont ho- 
niothétiques et concentriques, si le somniet d'un angle 
circonscrit à C^ glisse sur C, les côtés de cet angle ren- 
contrent une tangente fixe ^de C en des points qui for- 
ment deux diyfisions liomo graphiques dont les points 
doubles sont les points où, les asymptotes (réelles ou ima- 
ginaires), communes aux deux coniques^ coupent cette 
tangente fixe. 

II. — Si les deux coniques sont des cercles, on encoi»- 
clut que : 

Quand deux cercles C, C sont concentriques y si de 
chaque point deC on mène à C deux tangentes qui ren- 
contreront une autre tangente fixe, en deux points : les 
rayons menés du centre à ces points feront entre eux un 
angle de grandeur constante (G. *$., 6S1). 

479. Quand deux coniques C, C ont un double con' 
tact, si une tangente roule sur C, et que par les points où 
elle rencontre C! on mène deux noui^elles tangentes à la 
conique C : les points de contact forment deux divfisions 
homographiques y 

Et le point de concours des deux tangentes décrit une 
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troisième conique qui a un double contact as^ec tes propo- 
sées en leurs deux points de contact. 
Proposition corrélative de (476). 

480. Quand deux coniques C, Q' ont un double con^ 
tact, si une tangente roule sur C et rencontre C en deux 
points, les droites menées du pâle de contact des deux 
coniques à ces deux points forment deux faisceaux homo" 
graphiques dont les rayons doubles sont les tangentes 
communes aux deux coniques. 

Proposition corrélative de (477). 

Corollaire. — Quand deux coniques C, C sont homo^ 
thétiques et concentriques, si une tangente roule sur C et 
rencontre C en deux points, les droites menées du 
centre des coniques à ces points foiment deux faisceaux 
homo graphiques dont les rayons doubles sont les asym- 
ptotes communes aux deux courbes. 

481 . Quand deux coniques C, C ont un double con- 
tact, une tangente qui roule sur C rencontre C en deux 
points tels, que les droites menées de ces points à un 
point fixe de CJ forment deux faisceaux homo graphiques 
dont les rayons doubles passent par les points de con- 
tact des deux coniques. 

Proposition corrélative de (478). 

Corollaire. — . Quand deux coniques C, C sont ho- 
mothétiques et concentriques, si une tangente qui roule 
surC rencontre C en deux points^ les droites menées de 
ces points à un point fixe quelconque de C, forment deux 
faisceaux homo graphiques dont les rayons doubles sont 
parallèles aux asjrmptotes communes aux deux coniques. 

§ IV. — Coniques inscrites à deux coniques. 

482. Il existe, en général, trois séries de coniques ayant 
un double contact avec deux conique^ C, C, ou, en d'autres 
termes, insentes à deux coniques C, C 
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par H', parce que le poiat P a la même polaire dans toutes 
les coniques. Cette courbe coupe S en quatre points a, «i, 
A, Aj-, S' en quatre points ci^ a,, A', i',, et S'' en quatre 
points a'^<, h"^ b\. 

Les trois points a, a', a" sont tels, que par a et a' passe 
une conique U tangente à S et à S' (486, Récipr.) -, par a et a" 
une conique Ui tangente à U et à S'^ ; et par a! et a" une coni- 
que Ut tangente à S' et à S*. On aurait donc trois coniques 
se touchant deux à deux en deux points, sur trois droites 
concourantes en un même point. Car les deux courbes U, Ui 
ont un double contact sur aa^^ et la courbe Us aurait avec 
cliacune d'elles un double contact, sur les droites a'd^ et 
a"€i^ respectivement. Ce qui n'est pas possible. Effective- 
ment les deux coniques U, Ui ayant un double contact, il 
n'existe que deux séries de coniques ayant un double con- 
tact avec chacune d*elles *, les unes sont tangentes en a et a\ 
et les autres ont pour cordes de contact des droites passant 
par le point de rencontre des tangentes en a et cé^ et con- 
juguées harmoniques par rapport à ces tangentes (482). 

On conclut de là que les trois coniques U, Ui, Uj n'en 
font qu'une, qui a un double contact tout à la fois avec les 
trois proposées S, S', S''. 

Les trois points 6, h\ b" déterminent semblablement une 
seconde conique satisfaisant aux mêmes conditions. 

Donc, etc. 

491. Les coniques V, V',..., et U, AJ^..*^ formées au 
moyen de deux coniques C, C, peui^nt l'être semblable- 
ment au moyen de deux autres coniques Ci, C\ ; celles-ci 
passent par les quatre points d^ intersection de C et G. Il 
existe une infinité de systèmes de deux telles coniques 

Que l'on prenne trois coniques V, V, 'V'^ Il existe deux 
coniques Cj, C, doublement tangentes à chacune de ces 
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courbes (490). Ces deux coniques satisfont à la question. 
En effet, toutes les coniques formées au moyen des trois 
V, V, y" comme il a ëlé dit (489), appartiendront au 
système de Ci et C\ , aussi bien qu'au système C et G* 
Donc, etc. 

ScOLiE. — On déduit de là cette conséquence importante : 
les coniques V, V'^..., auxquelles conduit la considé- 
ration des coniques qui ont un double contact avec deux 
coniques données C, C, ne sont pas autre chose que celles 
que l'on forme, par la construction indiquée (489), au 
moyen de trois coniques primitives V, V, V"^ satisfaisant à 
la seule condition qu'un certain point ait la même polaire 
dans les trois courbes. ' 

Pôles et polaires relatifs ^u système des coniques U, U^.... 

492. Chaque conique U est déterminée par son pôle de 
contact u avec la conique C. 

Tous ces pôles sont sur la polaire U du point d'inter- 
section P des deux axes de symptose L, L' (482, Obs.). 

Chaque conique U rencontre une droite fixe D en deux 
points or, a/. // existe entre le pointu^ qui détermine la 
conique U, et ces points de rencontre ^ une relation telle que 

u et X représentant les distances des points u et :r: à deux 
origines fixes, prises sur les deux droites II et D. 

En effet, a un pœnt u il correspond une conique U, et par 
suite deux points x^.et à un point x correspondent deux 
coniques U, U', passant par ce point, et par. conséquent 
deux points u. Ainsi les abscisses u et x doivent avoir une 
relation dans laquelle elles entrent au second degré. Le 
terme au' x' se troui^e nécessairement dans cette relation^ 
t!ar si le pôle de contaot u est pris à Tinfini, Téquation 
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écrite sous la formç 

seréduiti 

et, puisque les racines de cette équation déterminent les 
deux points d'intersection d'one conique U et de la droite D, 
il faut qu'elle soit du second degré; ce qui prouve que le 
coefficient a n'est pas nul. 

493. Les polaires d^un point, relatii'es aux coniques 
Uy U', etc., enveloppent une conique. 

Il suffit, de prouver que par un point Q', pris arbitraire- 
ment, il ne passe que deux polaires, c'est-à-dire deux tan- 
gentes de la cQurbe cherchée. 

Soit Q le point dont on prend les polaires. Chaque co- 
nique coupe la droite QQ' en deux points ar, a/. Pour que 
la polaire du point Q passe par Q', il fauttjue or, a/ soient 
conjugaés harmoniques par rapport à Q et Q'. Soit O le 

*• • . ' '^ 

milieu de QÇ^ : il faut qu'on aîî Ox.Oa/ = OQ . Suppo- 
sons que l'origine prise sur la droite D, dans l'équation 
ci-dessus, soit ce point O, On doit donc avoir 

^ ^ , ^ — = OQ = X% 

(û''— ûV)a^ -+■(*''— ^X')i« H- (o" — cV) = o. . 

Cette équation détermine deux valeurs de u^ et par suite 
deux coniques U qui satisfont seules à la question. Il n'existe 
donc que deux coniques telles, que les polaires du point Q 
passent par un point donné Q'. g. q* f. n. 

Remarque. — Quand le point Q est pris sur une des 
droites L^ L', la conique enveloppe des polaires se réduit k 
un point Q situé sur l'autre droite. 

En effet, les polaires d'un point Q de L, relatives à deux 
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coniques U, V\ se coupent sûr la polaire relative à leurs 
axes de symptose (308); or ceUe-ci est la droite L^ (485, 
Scolie), Donc, etc. 

Ou démontre de même, en vertu de (485), que les po- 
laires d'un point Q de L, relatives aux coniques V, VV-m 
passent toutes par l^ même point Q[ de\J, 

On conclurait de là que toutes les copiques Y menées 
par un pmnt de L sont tangentes entre elles >en ce point, 
et en leur second point commun, si cela n'avait déjà été 
démontré (487, CoroU. ). 

494. Les pôles d^une droite, relatifs aux coniques 
U, U',.'.? sont sur une conique. 

Ce théorème est le corrélatif du précédent, et se démontre 
par des considérations analogues. 

Remarque, — Quand la droite donnée passe par l'an 
des ombilics S, S' des deux coniques C, Ç', le lieu de ses 
pôles est une droite qui passe par l'autre ombilic. 

Plus généralement : Le lieu des pôles d^une dtoite me* 
née par un ombilic de C et C, relatifs à toutes les coni- 
ques inscrites dans les quadrilatères formés respectivement 
par les quatre tangentes de chaciine des coniques U, U',..- 
en leurs points de contact avec C et C, est une droite qui 
passe par l 'autre ombilic ( * ) . 

Corollaires des théorèmes précédents. 

495. On peut supposer dans tous les théorèmes de ce 
paragraphe que chacune des coniques G, Csoit Tensemble 
de deux droites ou une seule droite limitée à deux points. 
Alors il n'existe que dei|x sériesde coniques ayant un double 



(*) Les coniqaes qui ont un doubla contact htcc deux coniques 0, C 
donneraient lieu à un très-(prand nomhre de propriétés que nous ne démon- 
trerons point ici, parce qu'elles découleront comme conséquences, d'une 
théorie générale des systèmes de coniques assujetties à quatre conditions 
<!uelconqiiefi, qui se trouvera dans la seconde Partie de cet OuTrage. 
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contact aVec'C et C^ ou seulement une seule. Il en fësùlté^ 

divers tHéorèmes, Sont il suffira dé donner l'énoncé. 

I. — Dans une sjstème de coniques tangentes à deux 
droites^ et ayant toutes un double contact auec une coni- 
que Ç : les polaires- dhin point enveloppent deux coniques^ 
et les pôles d 'une droite sont sur deiix autres coniques, 

11.--^ Dans un système de coniques qui passent par deux 
points et ont toutes un double âontact av^ec une coni^ 
que C : les polaires d'un poiht em^eloppent deux coniqïies; 
et les pôles d^unç droite sont sur deiix autres coniques, 

III. — Dans un système de coniques qui passent par deux 
points et sont tangentes à deux droites : les polaires d'un 
poirit env^eloppent deux coniques^ et les pôles d'une droite 
sont sur deux autres coniques. 

Chacun de ces trois énoncés résulte des théorèmes (493) 
et (494). 

Quatre coniques inscrites ou circonscrites à un quadrilatère. 

Vf .-^Lorsque quatre coniques sont inscrites dans un qua- 
drilatère ^ les quatre points d^ intersection de deux de ces 
courbes et les quatre points d^ intersection des deux autres y 
sont huit points d'une même conique [4SI ^ Scolie) , 

CoROLLAinE. — Prenant pour Tune des coniques une dia- 
gonale du quadrilatère, on en conclut que : 

Quand trois coniques C, C, C sont inscrites dans un 
quadrilatère, on peut mener par les points d'intersection 
de C et C trois coniques ayant un double contact avec C"; 
les cordes de contact sont les diagonales et la droite qui 
joint les points de concours des côtés opposés du quadri- 
latère, 

V. — Lorsque quatre coniques sont circonscrites à un 
quadrilatère, les tangentes communes à deux de ces cour- 
bes , et les tangentes communes aux deux autres y sont huit 
tangentes d'une même conique, (Corrélatif du précédent.) 
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Corollaire. — Prenant pour Vumq des coniques deux 

côtés opposés (réels ou imaginaires) du quadrilatère, on 

en conclut que : • • 

Lorsque trois coniques G, Gj C passent par les quatre 

sommets d'un quadrilatère K, on peut inscrire dans le 



quadrilatère [ Ç Ç/ [ trois coniques ayant un double con^ 

tact ai^ec ÇI^\ les pôles de contact sont les points de con- 
cours des côtés opposés et des diagonales du quadrila" 
tère K. 

Théorèmes corrélatifs. 

496. li eicistcdes tbéotèmes corrélatifs de tous les tbéo^ 
rèmes généraux que nous avons démontrés, concernant les 
coniques qui ont un double contact avec deux coniques C, 
G. Dans ces théorèmes corrélatifs, on considère les deux 
ombilics de C et C, au lieu de leurs axes de symptose 
L, L'; et les coniques inscrites dans les quadrilatères formés 
par les quatre tangentes conimunes à chaque conique U et 
aux-deux C et C, au lieu des coniques V, Y, Les énoncés 
de ces théorèmes et leur démonstration directe n'ofiFriront 
aucune difficulté. Nous nous diispenserons dé les donner. 

Problèmes* 

497. L — Alener par deux points a, b une conique qui 
ait un double contact auec une conique C^ et dont le pôle 
de contact soit sur une droite L. ^ . 

Par les deux points a, b on mène à C des tangentes for- 
mant un quadrilatère circonscrit, dont les diagonales ren^ 
CQnt.rent la droite L en deux points. Chacun de ces points 
peut êtrç pris pour le pôle de contact d'une conique passant 
par a, b (470, i^)« Ainsi la question admet deux solutions. 

Autrement. La droite ah rencontre la conique C en 
deux points a\ b\ Qu'on prenne les deux points Q, Q'qui 
divisent harmoniquement les deux segments ab^ clb\ et qui 
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sont ainsi conjiigaés par rapport à C et à la conique cbrer- 
chée : la cordede contact des deus: courbes passera par l'un 
ou par l'autre de ces points (461, CorolL)i CoBséqnem- 
ment les polaires de ces deux points relatives à C, coupent 
la droite L eu deux points qui sont les pôles de ccmuct des 
deux coniques satisfaisant à la question. 

n. — Pécrire une conique tangente à deux droites et 
ayant un double contact avec une conique donnée C, de 
manière que la corde de contact passe par un point 
donné P. 

Les deux droites données coupent C en quatre pointsqui 
sont les sommets d'un quadrilatère inscrity ayant ces droites 
pour diagonales. . 

La droite menée du point de concours de deux côtés op- 
posés de ce qiudrilatère au point P, est la corde de contact 
d*une conique satisfaisant à la question (469, i®)^ Ainsi la 
question admet deux solutions. . 

jiutrement* Soient A, Blés deux droite données, et 
A', B' les tangentes de C, menées par leur point de jren- 
contre. Qu'on prenne les deux droites. Q, Q' conjuguées 
harmoniques par rapport aux deux couples de droites A, B; 
A', B', et dès loTs conjuguées par rapport à la conique C 
et à la conique cherchée. 

Le pôle de contact de C et de la conique cherchée se 
trouve sur Tune de ces, droites (462, CoroU.). Par consé- 
quent la corde de contact passe par Tun ou par Tautre des 
pôles de ces deux droites, relatifs à la conique C. Les drmtes 
qui joignent le point donné à ces pôles sont donc les cordes 
de contact des deux coniques qui résolvent la question. 

m. -^ Mener pat. deux points a, b, une conique qmmt 
un contact du troisième ardre aueo une conique C. 

On cherche sur la droite ah (comme ci-desâus, I) lea deux 
points Q, Q'. Chaque droite menée par l'un de ces points 
est la corde de contact d'une conique passant par a et par A. 
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Consëquemment les tangentes de C, menées des points Q 
et Q', déterminent les points de contact de qnatre eoni-i 
ques satisfaisant à la question. 

IV. — Mener une conique tangente à deux droites A, B 
et ityant un contact du troisième ordre avec une conique C. 

On cherche, comme dans le problème II, les deux droites 
Q, Q'. Tout point pris sur une de ces droites est le pôle de 
contact d'une conique tangente auir droites A, B et ayant 
un double contact avec C. Conséquemment les quatre points 
d'intersection de ces droites et de la conique C sont les points 
de contact de quatre coniques satisfaisant à la question. 

V. — Étant donnés une conique et trois points, décrire 
une autre conique qui passe par ces points, et qui ait un 
double contact avec la proposée. 

Soient û, i, c les trois points : il suffit de déterminer le 
pôle de contact de la conique demandée et de la conique 
proposée. Ce point est situé sur une diagonale du quadrila- 
tère formé par les tangentes à cette conique, menées par les 
deux points 12, b (470, i®). Il est de même sur une diago- 
nale du quadrilatère formé par les tangentes menées des 
points a et c. Il s'ensuit que chacun des quatre points d'in- 
tersection des deux diagonales du premier quadrilatère et 
des deux diagonales du second, satisfera à la question. Aînsi 
le problème est résolu, et admet quatre solutions. 

Autrement. On construit les cordes de contact des coni- 
ques cherchées. Pour cela, on prend sur ab les deux points 
Q, Q', comme au problème I; et sur a^, les deux points 
Qi, Q'j déterildinés semblablement. Le» quatre droites qui 
joignent les points Q, Q' aux points Q, , Q'^ sont les cordes 
de contact des quatre coniques cherchées. 

Autrement. On construit par points les coniques de- 
mandées. A cet effet, que par les trois points donnés on mène 
trois couples de tangentes k la conique donnée : elles ren- 
contreront une tangente quelconque de cette conique en 
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trois couples de, points a,^^ &, 6; c, 7. Qu'on prenne trois 
points quelconques de ces trois couples^ tels que a,^, c, et 
les trois points correspondants «yS, 7, étquW les regarde 
comme appartenant à deux séries homographiques : les 
tangentes menées à la conique proposée, par les points de 
la première série, rencontreront respectivement les tan- 
gentes menées par les points correspoh4ants de la seconde 
série, en des points situés sur une conique qui satisfera à la 
question (47S, CorolL). 

Le problème admet quatre solutions, parce que les trois 
couples de points a, a; &, 6 et c, y donnent lieu à trois 
autres systèmes de deux divisions liomographiques, savoir: 
a, i, 7 et a^&^c\ a, &, c et « , i, 7 ; a^ o, 7 et dt, é, c. 

VI. — Étant données une conique et trois droites^ dé' 
crire une conique qui ait un double contact a^ec la pro~ 
posée 9 et, qui soit tangente a\ix trois droites. 

3oient A, B, C, les trois droites. Il suffit de déterminer 
la corde de contact des deux coniques. Les cordes de la 
conique donnée comprises entre les deux droites A, B, se 
coupent deux à deux en deux points, et la corde de contact 
cherchée passe par l'un de ce^ points (469, i**). De même, 
les deux droites A, C interceptent dan8..1a conique quatre 
corder qui se coupent deux à deux en deux points, par l'im 
desquels passe aussi la corde de contact JLes quatre droitesqui 
joindront ces deux points aux deux premiers seront quatre 
cordes de contact^ donnant quatre solutions .de la. question. 

Autrement. On détermine les pôles de contact. Pour 
cela on mène, comme au problème iî, les deux droites 
Q^iQ^<i relatives aiçix deux droites A, B, et semblablemeoi 
les deux droites Q, Q'^ relatives à A et C. I^es deux droites 
Qi 1 Q'i coupent Q.et Q' en quatre points qui sont les qua- 
tre pôles de contact cherchés. 

Autrerrient. On construit toutes les tangentes des coni- 
ques demandées. A cet effet, soient a, a ; J, 6, c, 7 les trois 
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couples de points de rencontre des trcns droites et de 
la conique donnée. Appelons ai, oci^ biy Si*, Ci, 71, le» 
trois couples de droites qui joignent ces points à un point 
fixe pris , arbitrairement sur la conique. Que trois de ces 
droites, appartenant aux trois couples^ telles que ^i, £,, 
C|, et les trois droites correspondantes a^ 6|, yi, soient 
regardées comme les rayons homologues de deux fais- 
ceaux homograpbiques : les cordes sous-tendues dans la 
conique par les couples de rayons homologues de ces deux 
faisceaux envelopperont une conique satisfaisant à la ques- 
tion (473, CorolL). 

Le problème admet quatre solutions, parce qu'il y a quatre 
manières de former avec les six droites a^^ ai^ b^j 61 et 
^u 7i <leux faisceaux homographiques. 

Vn. — Mener par un point I une conique qui ait un 
double contact avec deux coniques C, G. 

Soient L, \J deux axes de symptose de C et C, et P le 
point de concours de ces axes. On mène PI, et PI' conju- 
guée harmonique de PI, par rapport à L, L'; et dans C et 
C, respectivement, deux cordes Paai, Vdd^^ conjuguées 
harmoniques aussi par rapport à L, L^ 

La conique déterminée parles cinq points I, a^ aj, a', a, 
aune seconde corde P^&i commune avec C. On cherche 
les rayons doubles de Tinvolution déterminée par les deux 
couples de droites PI, PI' et Poaj, PiJ|. Chacun de ces 
rayons est la corde de contact de C et d'une conique satis- 
faisant à la question. 

En effet, toutes les coniques Y, VV-*? qui passent par le 
point I, ont quatre points communs, et pour axes de sym«- 
ptose PI, Pr (485 et 486) 5 et les couples d'axes de symptose 
de chacune de ces courbes et de C, tels que Paai et P^^i, 
sont en involution (483). Les rayons doubles de Finvolu- 
tion sont évidemment les cordes de contact des deux coni- 
^es U, U' qui satisfont à la question. Or PI, PI' appartien- 
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nent à TinYoIution (483). Donc les deux couples Paa^^ 
Pbbi et PI, Pr suffisent pour déterminer ces rayons doubles, 
qui donnent les deux solutions de la question. Si ces rayons 
sont imaginaires, les deux solutions le sont aussi. 

Les deux coniques C, C peuvent avoir deux aiitres cou- 
ples d'axes de symptose, qui donnent lieu à deux antres 
couples de solutions ; la question admet donc, en général, 
six solutions. 

Vni. — Décrire une conique tangente à une droite L 
et ayant un double contact auec deux coniques C, C^ 

Cette question est corrélative de la précédente, et se 
résout par des considérations semblables, que nous supjpri- 
merons, pour abréger. Il y a de même, en général, six solu- 
tions. 

IX. — Mener par un point I, une conique tangente à 
deux droites et ayant un double contact avec une coni" 
que C. 

On regardera les deux droites comme formant une co- 
nique C; et la question ne sera plus qu'un cas du pro- 
blème Vn. Elle aura quatre solutions, et non six, comme ce 
problème, parce qu'il n'existe que deux points P, P' dont 
chacun a la même polaire relative à la conique et aux deux 
droites. 

X. — Mener une conique tangente à une droite, pas- 
sant par deux points, et ayant un double contact avec une 
conique C. 

On regarde les deux points comme les sommets d'une 
conique C infiniment aplatie, et la question est ramenée au 
problème VIII, Elle a quatre solutions. 

XI. Ces différents problèmes admettent des cas particu- 
liers, pour lesquels nous énoncerons simplement le nom- 
bre des solutions. 

1^ On demande qu^une conique ait un double contact: 
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of^ac une conique C, touche une 4roite en un point donné 
6j et. passe par un autre pwtt a. Deux solutions. 

a^ Que lacemfue ait un double contoiO^ avec C, touche 
une droite en un point 6, et soit tangente à une cuUre 
droite, Devx soiotkyiis. 

3^ Que la conique soit tangente à C, en un point donné 
6y et en un autre point non déterminé, et passe par deux 
points a, b. Deux solutions. 

4^ Que la conique soit tangente à C en un point 0, et 
en un autre point non déterminé^ qu^elle passe par un 
point a et touche une droite. Deux solutions. 

5° Que la conique soit tangente àC em un point 0, et 
en un autre point non déterminé ^ et qu'elle touche deux 
droites. Deux solutions. 

6^ Enfin^ qu^une conique ont un double contact ai^ec 
deux coniques C, C, tun des quatre points de contact 
étant donné. Trois solutions (*). 

^ y. -^ Propriétés reiaiipes à trois coniques C, C% C^ inscrites dans 
urne tonique W. — * Construetiwi d^une autre conique inscrite 
dans W et tangente aux treis C, C^ C\ 

498* Lorsque deux coniques C, 0/ sont inscrites dans une co- 
nique W^ c*est-à-dire ont chacune un double contact avec W, 
leurs axes de symptose» dont il va être question dans ce para- 
graphe, seront toujours, comme précédemment, les deux cordes 
communes qui passent par le point de concours des deux cordes 
de contact» Et de même, les ombilics des deux coniques seront 
ceux qui correspondent à ces deux cordes communes, et qui sont 
situés sur la droite qui joint les deux pôles de contact. 

C) Iff. PonceTet, dans le Traité des Propriété* pr9Jeethfe$^ et M. Steiaer 
àxmXehïÊtmMldeMatHinuiti^uesdeCreHe^UXV^t^. aia«-a24; année i853), 
<iitt IraiCé, par des coBsidératioiia différentes, la plupart des problèmes pré- 
cédents. 

M. Poncelet, conformément aux principes de la projection centrale, re* 
garde deux coniques qui ont un double contact eomnelft perspaethre de deux 
cercles concentriques. (Voir Tnmtê itt Propriétés projectivesy p. aa7-a55.) 

23. 
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Les coniques qu'on peut nener par deux points a, b^ et qui sont 
inscrites dans une conique W, forment deux séries distinctes. Les 
cordes de contact des unes passent par un point fixe de abi et les 
cordes de contact des autres, par un autre point fixe de ab ( 497» I)^ 
En parlant des coniques inscrites qui passent par deux points, nous 
entendrons toujours les coniques d'un seul système. 

499. Lorsque dès coniques C, C%. . •, inscrites dans une co~ 
nique W, passent par deux points a, b, si d'un point I de la 
droite ab on leur mène des tangentes : les points de contact sent 
sur urte conique inscrite à Vf et dont le pôle de contact est L 

En effet, il existe cpiatre coniques tangentes >à une d^roite quel- 
conque menée par le point I (497) X) ; mais deux seulement appar- 
tiennent au système C, C',.«. que Ton cpnçidère. Aucune conique 
du système ne passe par le point I. Donc le lieu cherché n'a que 
deux points sur une droite quelconque menée par le point I, et 
conséquemment est une conique 2. Par chaque point a de cette 
conique 2 passe une conique C tangente en ce point à la miroite 
I[a. Si a est sur W, cette conique C est tangente à W au même 
point a. Donc ce point a est le point de contact d'une tangente 
de W menée par I. Donc là conique 2 a un double contact avec Yf, 
et I est le pôle de contact. Ainsi le théorème est démontré. 

500. On conclut de là, en ne considérant que deux coniques 
C, C, ce théorème très-important : 

Lorsque deux coniques C, C ont un double contact avec une 
conique W> si d'un point I dune des cordes communes de C et C, 
on mène des tangentes à ces courtes : les quatre points de contact 
sont sur une conique 2, inscrite dans W, et dont le pôle de contact 
est I. 

Réciproq|ttement : Lorsque deux coniques C, C^ sont inscrites 
dans une conique W, et que d'un point I on leur mène des tan-- 
genteSy si les quatre points de contact sont sur une conique 2 iVi* 
scrite dans W, et ayant le point I pour pôle de contact ? l'une des 
deux cordes communes a C et C passe par le point I. 

En effet, soient /i, ^, et a\ b' les points de contact des tan- 
gentes menées du point I aux deux coniques C, C. Par les points 



CH. XIX.— TROIS œNIQ. INSCRITES A UNE CONIQUE. 357 
a' et V on peut mener nne conique QT inscrite dans W, et tel1e> 
que l'une de ses cordes communes avec C passe par I ( ce qui ne 
fiiit que cinq conditions). Les tangentes aux deux coniques C, 01' 
menées du point I auront leurs points de contact sur une conique 
inscrite dans W et dont le pôle de contact est I, comme il vient 
d'être démontré. Cette conique est donc Z. Or 2 passe par a! et 6' 
deC% donc la', W sont les tangentes à&.QT. Donc C coïncide 
avec C. Donc une corde commune de C et C passe par I. 

c. Q. F. D. 

501. Lorsque trois coniques C^ C'^ C sont inscrites dans une 
conique W, leurs six axes de symptose passent trois à trois par 
qtiatre points. 

En effets soit L un axe de symptose de C et C\ et Lt un axe de 
symptose de C et C^. Les tangentes menées aux trois coniques, du 
point d'intersection I de ces deux droites, ont, d'après le théorème 
précédent, leurs points de contact sur une conique inscrite dans W, 
et dont le pôle de contact est L Donc, d'après la réciproque, le 
point I est sur un axe de symptose de C et C'^ Donc, etc. 

502. CoER^LATrvEMENT : Lorsquc trois coniques sont inscrites 
dans une conique Vf, leurs six ombilics sont trois à trois sur quatre 
droites, 

503. Lorsque deux coniques C, G sont inscrites dans une co* 
nique W, si d^un point I d'un de leurs axes de sjrmptoscy L, on 
mène deux tangentes la, la' à C ff C : par les deux points de 
contact a, a' passe une conique tangente en ces points à Cet à C, 
et inscrite dans W. 

En effet, on peut mener par le point a une infinité^de coniques 
U tangentes à C en ce points et inscrites dans W. Un axe de symp- 
tose commun à C et à chaque conique U passe par le point I ( 501) : 
de sorte que toute droite menée par ce point, et conséquemment 
la droite la', est un axe de symptose de C et d'une conique U; et 
puisque la! est tangente à C, U est aussi tangente à C. Ce qui 
démontre le théorème. 

504. Concevons que d'un autre point I, de L on mène deux 
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tangentes I,a„ lia\ de manière ^fiie les droites aê^, «|it\ passent 

par un même ombilic S d<î C et C : 

Si par les deux poi/tts a,' à' on mène une œntqae U imcrke 
dans W, ettangenie àCetC on ces points; et par^L^^ a', une^- 
nique Ui inscrite dans W «f tangente à C etG en at , a', : i^ ses om- 
bîlie des deux coniques II, Ui est sur la droite L,eti^ un deieurs 
axes de sjmptose passe par fomhilie % de Cet G. 

En eflet, i<> «tst un ombUic de€ et U, et «i QB4MBibiliciie€ 
et Ui; donc la droite aa^^ passe par un ombilic de U et Ui (502): 
de même la droite aV, . Mais ces deux droites se coupent sur L, 
corde commune à C et C, ce qui est une conséquence du théo- 
rèniie (363). Donc : i«, etc. 

2° La tangente \a est un axe de symptose de C et detJ^ etï,ûr, 
un axe de symptose de C et de IJi. Donc le point d*iatersectioD de 
ces deux tangentes est sur un axe de symptose de U et Ui (SOI). 
De même le point d'intersection des deux tangentes \a\ \\a^. 
Mais ces deux points d'intersection sont en ligne droite avec rom- 
bilic S de C et C (363) , Donc : a*», etc. 

Ainsi le théorème est démontré . 

505. Il résulte de cette démonstration que: Vne droite D, me- 
née par un ombilic S de Cet C, est la corde commune d'une infi- 
nité de systèmes de deux coniques U, U', tangentes à C et à C'j 
et inscrites dans W. Pour déterminer tm tel système, il suffit de 
HMner à la conique €, par «n point gr de la droite D, deux tao- 
gentes ga^ ga^ ; les points de contact a, ai appartiendront, respec- 
tivement, aux deux coniques danani^ées. On peut dire encore que 
par le pôle de D relatif à la conique C, on mène uoe eorde ^pé- 
conque aux qui détermine les poînts de contact m^ ai des deux 
coniques dimandées. 

S06u P&OBLÂHB. — Étant données trois coniques C, C, C inscrites 
dans une conique W, on demande de construire une conique U 
inscrite dans W, et tangente aux trois coniques C, C, C. 

Les ombilics des trois coniques^ C, C\ C sont trois à trois sur 
quatre droites D, D', .• • ( 502) ; et leurs axes de symptose se coupent 
trois à trois en quatre points I, I', . . . (50i ). 
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Que par le pôle de la droite D, relatif à la conique G, on mène 
une droite passant par Tun des quatre points I. Cette droite ren- 
contre C en deux points a, a,. Et par chacun de ces points passe 
une conique inscrite dans W et tangente à G en ce point, et aux 
deux autres coniques en deux points dont les tangentes passent 
par le point I (505) ; ce qui fait deux solutions de la question. Les 
droites menées du pôle de D, aux trois autres points F, F, I'", 
donnent pareillement trois autres couples de coniques tangentes à 
G, C et C; ce qui fait huit solutions relatiVesà la droite D. On 
détermine semblablement huit solutions pour chacune des trois 
autres droites D', P", D'\ 

Ainsi il existe trente-deux coniques inscrites dans W et. tan-> 
gentes aux trois G, G', G". 

507. Construction des axes de symptose de deux coniques G, 
G' inscrites dans une conique W. — Ces axes passent par le point 
de rencontre I des deux cordes de contact des coniques G, G', et 
forment avec ces deux cordes un faisceau harmonique. Les po- 
laires d'un point quelconque, relatives à G et G', se coupent en 
un point 0' : et les deux axes de symptose forment aussi un fais- 
ceau harmonique avec les deux droites 10, 10' ( 308). Conséquem- 
ment ces deux axes sont déterminés. 

Cas où la conique C est un point. — Ce point G' représente une 
conique infiniment petite inscrite dans W ; sa corde de contact est 
la polaire du point relative à W(460, 4**)« La construction géné- 
rale des axes de symptose de G et de G' subsiste. Pour l'appliquer, 
il suffit de savoir que la polaire d*nii pcnnt O, relative à C^ se 
détermine par cette considération, que les polaires de O relatives 
à W et à C se coupent sur la corde de contact de G' (&'6i), c'est- 
à-dire sur la polaire de G' relative à W. 

Cas 6à les deux coniques G, G' sont des points, — La construc- 
tion des deux axes de symptose des deux points G, G con^dérés 
comme deux coniques infiniment petites inscrites dans W, se fait 
comme dans le cas précédent. 

508. Cas particuliers du problème (506). 
1" Deux coniques C, C et un point C. 
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Les deux coniques C, G ont deux ombOks; maïs € et C" n'en 
ont qu'un, qui est le point C^; de même pour C et G^. De sorte 
qu'il n'existe que deux droites D, D'r 

Les axes de symptose de C, C et C se coupent en quatre points; 
et chacune des droites D, D' associée avec un de ces points, donne 
deux coniques satisfaisant à la question; il y a dond seize solu-r 
tions. 

9^ Une camque C ei deux points G% C\ 

Les trois couplés d'axes de symptose, et les quatre points d'in- 
tersection, trois à trois, subsistent. Mais il n'existe qu'une droite D, 
qui joint les deux points C, C^. De sorte qu'il n'y a que huit solu- 
tions. 

3** Une conique C, un point C et une droite C {qui représente 
une conique infiniment aplatie y limitée aux deux pmnts ou Q" ren- 
contre W). 

Les axes de symptose de G et G' coupent la droite C en deux 
points.!, r. Les ombilics de G et G'', joints au point G% donnent 
deux droites 1)^ D'. S'ensuivent huit solutions. 

4" Deux coniques G, G' et une droite C. 

G\ dnsî qu'il vient d'être dit, est une conique infiniment apla- 
tie limitée aux deux points ( réels ou, imaginaires ] où elle ren^ 
contre W. La question est corrélative de la première ci-dessus. 
Seize solutions. 

S° Une conique G et deux droites C\ G". 

Question corrélative de la seconde ci-dessus. Huit solutions. 

509. Lorsque deux coniques C, G' sont inscrites à une conique W, 
si de chaque point I de leur corde commune L on leur mène deux 
tangentes la, la\ dont les points de contact soient sur une droite 
passant toujours par le même ombilic S de G et C, la corde de con^ 
tact IL de la conique inscrite à Vf, et tangente en 9l etW àC et 
C (503), enveloppe une conique. 

Il faut démontrer que par un point donné il ne passe que 
deux droites K. Soit O la corde de contact de G et W; la corde de 
contact K passe par le point d'intersection de G et de la (^15, Co- 
rolL). Or, par un point de la droite G il ne passe que deux tan- 
gentes de G telles que la. En outre, la corde G ne peut pas être 
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une de ces tangentes. Donc par chaque point de G il ne passe que 
deux cordes de contact. Donc ces cordes de contact enveloppent 
une conique. c. q. f. d. 

GoROLLAiBES. — Cette enveloppe a quatre tangentes communes 
avec W. Chacune de ces tangentes est la corde de contact d'une 
conique inscrite dans W. Cette conique a donc un contact du troi- 
sième ordre avec W. Ainsi : 

Parmi les coniques tangentes àCelC! en des points tels que a 
et a', t7 y en a quatre qui ont un contact du troisième ordre 
apec W. 

Les coniques tangentes en deux points ^i, a\ situés sur des 
droites passant par le deuxième ombilic S| de C et C% forment une 
deuxième série de coniques, dont quatre ont aussi un contact du 
troisième ordre avec W ; ce qui fait huit coniques formées au moyen 
de l'axe de symptose L. 

Il y a pareillement huit coniques répondant à l'axe de symp- 
tose L'. Donc 

// existe seize coniques tangentes à Cet à C'y et ayant un con- 
tact du troisième ordre apec W. 

Si G est un point, il n'existe qu'un ombilic de C et C% qui est le 
point C! ; il s'ensuit que le nombre des coniques est réduit à huit, 

§ VI. — Analogies entre des systèmes de coniques inscrites à une 
conique W, et des systèmes de cercles, — Procédé de démons- 
tration applicable également à ces deux genres de questions» 

510. Il existe une analogie frappante entre les propriétés des 
coniques inscrites dans une conique W, qui font le sujet du para- 
graphe précédent, et les propriétés des cercles, notamment en ce 
qui concerne la construction d'une conique tangente à trois autres 
(S06)j et la construction d'un cercle tangent à trois cercles (G. S,, 
chap. XXXII )• C'est qu'en effet on peut transformer l'un des 
systèmes dans l'autre. Cela se fait au moyen d'une sphère, on plus 
généralement d'une surface du second ordre, sur laquelle on 
transporte, par une perspective, l'œil étant en un point de la sur- 
face, les cercles du plan, qui deviennent des sections planes de la 
surface; sections que Ton reporte ensuite sur le plan, par une nou- 
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velle perspectrre, VûsW étuit.«iavs placé «n on poiot quelconque de 
res()ace. Cee secdons planes deviennent des coniques qui sont» 
toutes inscritas à. une même conique W : celle-ci est lsi perspecbv.e 
du contour apparent de la surface. La transformation d^une 
figure dans Tautrc se fait donc au moyen d'un système intermé* 
diaire de 3cctions planes de la surface du second ordre» Les pro- 
priétés des trois systèmes se correspondent; mais celles des sec- 
tions, planes de la surface se présentent à l'esprit d'une manière 
intuitive, de sorte qu'elles offrent un moyeifi de démonstration 
extrêmement simple des propriétés, soit des cercles, soit des co-, 
niques inscrites à une même conique W. 

Ce procédé de démonstration repose sur le théorème suivant. 

511. Txioates. — La perfpectwe de toute section piane dune 
surface dm second ordre^ sur un plan quelconque ^ est une co- 
nique qui a un double contact avec la perspective du contour ap-' 
parent de la surfade f et le pâle de contact des deux courbes est la 
perspective du sommet du cône circonscrit à la surface suiçant 4a 
section plane. 

Le conjour apparent de la surface est la courbe de contact du 
oône circonscrit qui a pour sommet le point de Toeil. Cette courbe 
est plane, et sa perspective est la trace du c6ne sur le plan de 
projection. Une section plane quelconque (C) coupe le contour 
apparent en deux points. Les plans tangents à la surface en ces 
points renferment les tangentes aux deux courbes eo leurs poitits 
communs; et comme ces plans passent par l'œil, leurs traces sur 
le plan de projection sont les tangentes communes aux projections 
«les deux courbes en leurs deux points de rencontre. Ainsi les 
deux coniques ont deux points de contact. 

En outre, les deux plans tangents à la surface passent par le 
sommet du cône circonscrit suivant la courbe (C). Conséquem- 
^ent le point de rencontre de leurs traces sur le plan de projec- 
tion, c'est-à-dire le pôle de contact des deux coniques, est la per-: 
spective.du sommet du oône. Ainsi les deux parties du théorème 
sont démontrées. 

Corollaire I. — Lorsque l'œil est situé sur la surface, les perspec- 
tives de toutes les sections planes sont des coniques qui passent par 
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daut pmrnti JuDes; et la droite 4fui Joint ces.poi/Us a pour pôles 
dMts les coniques les perspectives des sommets des eôstes circonscrits 
à la surface suivant les sections planes. Les deux poinU fixes sont 
les points où les deux droites ( réelles ou imaginaires ) qu'on peut 
mener sur la surface par le point de Toeil, rencontrent le plau de 
projection. 

Ces deux droites aont réelles quand la surfisoe est uu hyperbo- 
loide è une nappe, engendré, oonime on sait, par une droite 4|uî 
s'appnîe sur trois droites fixes. 

Lorsque la surface est un ellipsoïde ou un h3rperboloide k deux 
nappes, les deux droites sont imaginaires et n'ont de point réel 
que le point de contact du plan tangent; car la courbe d^intersec- 
tion de la surface et à^ plan tangent est alors une conique infiiyi- 
ment petite, et nous avons vu qu'une telle conique est l'ensemble 
de deux droites imaginaires ( 389 )• C'est sur ces droites que se 
trouvent les deux points d'intersection de la surface et d'une 
droite quelconque menée dans le plan tangent. 

GoxoixâiAx II. — Lorsque Foeil éunt en un pœnt de la sur£ice, 
le plan de projection est parallèle au plan tangent en ce point, 
toutes les sections planes de la surface deviennent en perspective 
des coniques horaothétiques, c'est-à-dire semblables et sembla- 
blement placées, puisque alors les deux points (réels ou imagi- 
naires), communs à toutes ces coniques, sont à l'infini. Les centres 
de ces courbes sont les perspectives des sommets des cônes cir- 
conscrits à la surface suivant les sections planes. 

512. L'cnl étant placé en un point quelconque de l'espace, pre* 
aons pour plan de projection le plan de la conique qui est le con- 
tour apparent de la surfiice ; appelons W cette conique. La pro- 
jection d'une section plane (€) de la surface est une conique C 
inscrite dans W. La corde de contact des deux courbes est la 
trace du plan de (G) sur le plan de W; et le p6le de contact est la 
perspective du sommet du cône dveonserit à la surface suivant 
la courbe (C). 

Deux sections planes (C), (C) se coupent en <)eux points a, 6; 
et leurs perspectives €, C, en deux points a^ by qui sont les per- 
spectives de a et 6 ; de sorte cfue Vaxe de sjrmptose ab de C et C" est 
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la perspective de la droite d* intersection des plans des deux courbes 
(C), (C). En outre, cette droite ab passe par le point d'intersection 
des cordes de contact des deux coniques C, C% parce que ces 
droites sont les traces des plans des deux courbes (C), [C) sur le 
plan de projection. 

Les cônes qui font la perspective des deux courbes (C), {C) ren- 
contrent la surface suivant deux autres courbes planes (Ci), (C,), 
dont C et G sont aussi les perspectives. Le deuxième axe de symp- 
tose deCetCf est la perspectipe tout à la fois de la droite d'iMersec- 
tion des plans des deux courbes {C)^ (C,)', et de la droite d* intersec- 
tion des plans des deux autres courbes (Cy)et (G). 

Par les deux courbes (C]y(C') passent deux cônes. On peut mener 
parle point de Tœil deux plans tangents à chaque cône. Leurs traces 
sur le plan de W sont des tangentes communes aux deux coni- 
ques C, C ; et le point d'intersection de ces tangentes est la per- 
spective du sommet du cône auquel on a mené les plans tangents. 
Ainsi les ombilics des deux coniques C, G sont les perspectives des 
sommets des deux cônes qui passent par les deux courbes (C), (C). 

513. i ^ Lorsque plusieurs courbes (C ) , (C ), . . . , passent pa r deux 
poîntsa, êdelasurface, il leur correspond des coniques C, C^...y 
qui passent par deux points à^ b. Les cordes de contact de ces coni- 
ques et de W passent par un point fixe de leur corde commune ab^ 
savoir, par le point où la droite a6 perce le plan de projection. 

Les droites menées de Toeil aux points a, 6 rencontrent la sur- 
face en deux autres points a., 6|. Les sections planes menées par 
les deux points a, 6| ont pour perspectives dés coniques Ct, C, ,•.., 
qui passent par les deux points a, b^ et dont les cordes de contact 
avec W passent par un point fixe de ab^ qui est le point où la droite 
a6| perce le plan de projection. Ainsi Ton voit que les coniques 
inscrites à W, qu'on peut mener par deux points donnés a, hy/Qr- 
ment deux séries distinctes. Pour les unes, les cordes de contact 
passent par un point de aby et pour les autres par un autre point 
de cette droite. 

2° Lorsque des coniques C, C',. . ., passent par un point a et 
touchent une droite A, elles sont la perspective d'autant de courbes 
(C), ( C'),..., de la surface, menées par un point a, et tangentes à 
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une sectioo plane (A) dont le plan passe par l'œil. Toutes ces coni- 
ques forment une seule série; et leurs cordes de contact avec W 
enveloppent une conique qui est la trace du cône [a, (A)]. Les pôles 
de contact sont sur une autre conique. 

3° Trois points a^ by c sont la perspective de trois couples de 
points a, ai ;€,€,; y, 7, de la surface. Il s'ensuit que par les trois 
points a, by c passent quatre coniques inscrites dans W. Ces 
quatre courbes sont les perspectives des sections faites dans la 
surface par les quatre plans aêy, aSy,, a6i7y a^iyi. 

4" Deux points a, b ^/ une tangente A déterminent quatre co- 
niques inscrites dans W. Ces coniques sont les perspectives des sec- 
tions de la surface dont les plans sont tangents à la courbe (A), et 
dont deux passent par les points a, 6, et les deux autres par les 
points a, 6|. 

5° Par deux points a, b, on peut mener huit coniques tangentes 
à une conique C inscrite dans W. 

Ces coniques sont les perspectives des sections planes tangentes 
à (C), et dont deux passent par a, 6; deux par a, 61; deux par 
a,, ^, et deux par a,, 61. 

&* Un point a et une tangente A déterminent huit coniques 
tangentes à une conique C inscrite dans W. 

Ces coniques sont les perspectives de buit sections; les plans de 
quatre de ces sections passent par le point a et sont tangents, par 
couples, aux deux cônes [(A), (C)]; et les plans des quatre autres 
passent par le point ai, et sont tangents aux deux mêmes cônes. 

^® Par un point a passent seize coniques tangentes à deux co- 
niques C, C inscrites dans W. 

Le point a et les deux courbes (C), (C) donnent quatre solu- 
tions; c'est-à-dire quatre coniques, perspectives des sections que 
font dans la surface les quatre plans menés par le point a tan- 
gentiellement aux deux cônes [(C), (C)], Le point a et les deux 
courbes (C), (Cf,) donnent de même quatre solutions; a et (C|)^ 
(C), quatre; et enfin a et (Ci), (CJ, quatre; donc, seize en tout. 

8° Il existe trente-deux coniques tangentes à trois coniques C, 
C, C" inscrites dans W. 

Les trois courbes (C), (C), (C^) sont deux à deux sur six cônes 
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qui ont lenrs sommets trofs à trois sur quatre droites. Par cha- 
cune de ces droites passent deux plans tangents aux trois courbes, 
il existe donc huit sections planes tangentes aux trois courbes, 
et dont les perspectives sont huit coniques taFOgenles aux coniques 
proposées C, C, C\ 

Les trois sections (G), (C), (Cf^) foumifsent pareillement boit 
solutions, ainsi que tes trois conrbes (C), (€f, ), (C^), et les trois (C), 
(C,), (C^). En tout, donc, trente-deux solutions. 

514- 1^ Lorsque le pian d'une section (C) est tangent à laco- 
niqueYfy la perspective C a un contact du troisième ordre avec W. 
Car soit nn' Télément commun aux deux courbes W et (C) : leurs 
éléments consécutifs n' n" et n' m" sont dans le plan tangent à la 
surface au point /i'; et conséquemment la projection de n' m"^ élé- 
nientde (C), coïncide avec n'n''^ et les deux courbes W et C ont deux 
tangentes communes /i/i', n'n'\ Pareillement, les éléments des deux 
courbes /z/ii, nmx antérieurs au point /i, sont dans le plan tangent 
en ce point, et les deux courbes W et C ont encore une tangente 
commune nn^ ; de sorte quelles ont trois tangentes consécutives 
et quatre points communs /?i, /i, n'^n" i ce qui (ait un contact du 
troisième ordre. 

2® Par deux points a, b passent quatre coniques ayant un con- 
tact du troisième ordre avec W. 

Ces coniques sont les perspectives des sections faites par les 
plans tangents à W, menés par la droite a6, et par la droite a^i. 

3° Un point a et une tangente B déterminent quatre coniques 
ayant un contact du troisième ordre avec W. 

Ces coniques sont les perspectives des sections dont les plans 
passent par a et sont tangents aux deux cônes [(B), W]. 

4** Par un point a passent huit coniques ayant un contact du 
troisième ordre avec W, et tangentes à une conique C inscrite à W. 

Ces coniques sont les perspectives de sections dont les plans 
passent par a. Quatre de ces plans sont tangents aux deux cônes 
[(C), W], et quatre tangents aux deux cônes [(C,), W]. 

5° // existe seize coniques ayant un contact du troisième ordre 
avec W, et tangentes à deux coniques C, C inscrites dans W. 

Huit coniques sont la perspective de sections tangentes aux 
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trois coorb«s (C), (C), W; et huit sont la perspective de sections 
ciDgentes aux trois courbes (C), (C, ), W. 

515. Les six axes de symptose de trois coniques C, C, C*' 
inscrites dans W, passent trois à trois par quatre points. 

£n effet, trois axes de symptose des coniques G, C% C, prises 
deux à deux, sont les perspectives des droites d^mtersectîon des 
plans des courbes (C), (C), (C), et cdnséquemment passent par 
un même point. Les courbes (C), (C), (C,) donnent lieu à trois 
axes de symptose passant par un même point; les courbes (C), 
(C,), (C*) pareillement, ainsi que les courbes (C), (C,), (CJ). 
Donc, etc. 

516. Les six ombilics des trois coniques C, C, C sont trois à 
trois sur quatre droites. 

En effet, ces ombilics sont les perspectives des sommets des six 
cônes qui passent par les courbes (C), (C), (C), prises deux à deux, 
et ces sommets sont trois à trois sur quatre droites. Donc, etc. 

517. Si dun point I d'an axe éê symptose de deux eoniqttes C, 
C, inscrites dans W, on mène des tangentes à ces courbes^ les 
quatre points de comtact sont sur une conique 1 inscrite dans W et 
dont le pôle de contact est I. 

Cette conique est la perspective de la courbe de contact (z) 
d'un cône circonscrit à la surface du second ordre, et dont le som- 
met est en un point de la droite d^ntersection des plans des deux 
courbes (C),(C'). 

Pour un autre point l' du même axe de symptose de C et Cfy on 
«Ime autre conique 2'. Les ombilics des deux coniques 2^ if sont 
âitmés sur l'axe de symptose de Cet C 

Car ces ombilics sont les perspectives des sommets des deux c6nes 
{(£), (2')]; ces sommets sont sur la droite qui joint les sommets 
des deux cônes circonscrits à la surface suivant les deax courbes 
(1)^ (2'); et enfin, cette droite est l'intersection des plans des 
deux courbes (C), (C), et a povr perspective Taxe de symptose 
de C et C\ 

518. Si d'un point I d'un axe de symptose L des deux coniques 
C, C on mène à ces courbes deux tangentes la, la' : 1° par les 
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lieux points a, a' passe une conique E tangente à (^ et à C en ces 
points y et inscrite dansW ; 7? les droites menées des points a, a' aux 
paies d9 contact des deux coniques C, C, respectivementy puuent 
par le pôle de contact de la conique E. 

La conique E est la perspective de la section faite dans la sar£ice 
par le plan de& tangentes menées aux deux courbes (C), {C ), d'un 
point de la droite d'intersection des plans des deux coarbes ; 
ce qui démontre la première partie du théorème. 

Lorsque deux sections planes (C), (E) de la surface du second 
ordre se touchent, elles ont deux points communs infiniment voi- 
sins : les plans tangents à la surface en ces points se coupent sui- 
vant une droite qui passe par les sommets des cônes circonscrits à 
la surface suivant les deux courbes. Il s'ensuit qu'en perspective 
la droite qui joint le point a au pôle de contact de C et de W passe 
par le pôle de contact de la conique E. De même, la droite qui 
joint le point a' au pôle de contact de G et de W. Ce qui démontre 
la seconde partie du théorème. 

La droite aa' passe évidemment par un des deux ombilics de 
CetC. 

519. Pour un autre point I| de Taxe de symptoie L de G et C, 
on a une conique Et tangente à C et à C en deux points âr,, a\ : 
«Se les deux droites aa^ ai a', passent par le même ombilic de C et 
C% un axe desymptose des deux coniques E, E| passera par cet om^ 
bilicy et par le point d'intersection des tangentes de G aux points 
de contact a, ai, ainsi que par le point d'intersection des tangentes 
de C aux points a', a'^ . 

Cela résulte de ce que les deux Coniques E, E' sont les persp^ 
tives des sections faites dans la surface par deux plans tangents à 
à un des deux cônes [(C), (C)]. 

Cette considération montre que réciproquement : Toute droite D 
menée par un ombilic de C et Ù est Vaxe de symptosc d'une infi'- 
nité de couples de coniques telles que £ ^r Et ; et l'on conclut de là 
sans difficulté la construction des trente-deux coniques tangentes 
aux trois coniques C, C^ Cj à laquelle nous sommes arrivé déjà, 
par les seuls secours de la Géométrie plane (506). 



FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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